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Première partie

1 Formule de BS, ramifications,
conventions de marché

1.1 Valorisation sans modèle, AOA
Définition 1.1 (Marché sans friction). C’est un marché où
les différentes hypothèses sont réalisées :

— Pas de coûts de transactions 1.
— Pas de taxes.
— Pas d’écart entre prix d’achat et de vente (bis-ask

spread).
— Grande liquidité et ordre fractionnable.
— Vente à découvert autorisée.
— Les participants au marché sont price-takers (prix

exogène).

Définition 1.2 (AOA). L’Absence d’Opportunité d’Arbi-
trage est une situation où il est impossible de faire un profit
à coup sûr.

Théorème 1.1. Dans un marché sans friction il y a AOA.

Corollaire 1.1.1 (Unicité des prix). Si deux portefeuilles
conduisent aux mêmes flux dans tous les scénarios, alors ces
deux portefeuilles ont même prix à toute date intermédiaire.

On définit le prix à terme Ft(ST , T ) comme le prix à t
pour avoir un flux ST en T , dont le prix est payé en T .
On définit le prix comptant Ct(ST , T ) comme le prix à t
pour avoir un flux ST en T , dont le prix est payé en t.

Exemple 1.1. Si St est un actif négociable qui ne verse
pas de dividende on a St = Ct(ST , T ). La preuve vient du
Corollaire 1.1.1.

On note B(t, T ) le prix comptant 2 en t pour avoir un
flux de 1een T , on a donc,

Ft(ST , T ) B(t, T ) = Ct(ST , T ).

On rappelle qu’un call (respectivement un put) est un pro-
duit qui nous rend possible l’achat (respectivement la vente)
d’un sous-jacent S au prix K à la date T . On a les relations,

CallT (T,K) = (ST −K)+ ; (1.1)
PutT (T,K) = (K − ST )+. (1.2)

Théorème 1.2 (Relation parité call-put). Si le sous-jacent
S ne délivre pas de dividende,

Callt(T,K)− Putt(T,K) = St −KB(t, T ). (1.3)

Démonstration.

CallT (T,K)− PutT (T,K) = (ST −K)+ − (K − ST )+

= ST −K.

Donc à t,

Callt(T,K)− Putt(T,K) = St −KB(t, T ).

Proposition 1.3. On a les propositons suivantes :
(i) Callt(T,K) ≤ Ct(ST , T ).

Callt(T,K) ≤ St si le sous-jacent ne verse pas de
dividende.

(ii) Callt(T,K) ≥ (St −KB(t, T ))
+.

(iii) Callt(T,K) est convexe en K.
(iv) Callt(T,K) est décroissant en K.

Théorème 1.4. Les call-put forment un système générant
les prix d’options vanille de flux h(ST ) pour les fonctions
payoff h-smooth. Pour tout x0 ∈ R+,

Ct (h(ST ), T ) =

∫ ∞
x0

h′′(k)Callt(T, k) dk

+

∫ x0

0

h′′(k)Putt(T, k) dk

+ h′(x0) (Ct(ST , T )− x0B(t, T ))

+ h(x0)B(t, T ). (1.4)

Démonstration. Soit I :=
∫∞
x0
h′′(k)(x − k)+ dk +∫ x0

0
h′′(k)(k − x)+ dk. Pour x < x0 on a,

I = 0 +

∫ x0

x

h′′(k)(k − x) dk

= [h′(k)(k − x)]
x0

x −
∫ x0

x

h′(k) dk

= h′(x0)(x0 − x)− h(x0) + h(x).

On a le même résultat pour x > x0.

Remarque. En prenant x0 := Ft(ST , T ) et si le sous-jacent
ne verse pas de dividende on a une formule simplifiée.

1.2 Espérance des flux actualisés
On se donne C0(ψT , T ) comme une espérance (pour la

linéarité) avec une pondération positive LT ,

C0(ψT , T ) = E
[
ψTLT e

−
∫ T
0
rsds

]
,

où rt est le taux d’intérêt de placement de cash à la date t.
On a par définition C0

(
e
∫ T
0
rsds, T

)
= 1, il faut donc satis-

faire la condition E[LT ] = 1. LT est un bon candidat pour
un changement de probabilité :

Q(A) = E[1ALT ].

D’où C0(ψT , T ) = EQ

[
ψT e

−
∫ T
0
rsds

]
. On souhaite que si S

ne verse pas de dividende que C0(ST , T ) = S0, donc

S0 = EQ

[
ST e

−
∫ T
0
rsds

]
. (1.5)

1. On pourra considérer que ce point est réalisé quand le prix du produit est bien supérieur au coût de la transaction.
2. On appelle cela un zéro coupon.
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Remarque. On verra plus tard que la mesure Q s’appelle la
mesure martingale, ou bien de risque neutre.

Pour le prix d’un call on a,

Call0(T,K) = EQ

[
(ST −K)+e−

∫ T
0
rsds

]
. (1.6)

Proposition 1.5 (Breeden–Litzenberg).

∂KCall0(T,K) = −EQ

[
1ST>Ke

−
∫ T
0
rsds

]
.

1.3 Calcul effectif dans le cas log-normal
(BS)

Théorème 1.6 (Formule de Black & Scholes). On a le mo-
dèle sous Q du sous-jacent : ST = S0e

(r− 1
2σ

2)T+σWT , où W
est un mouvement brownien, r le taux d’intérêt sans risque
(constant) et σ la volatilité du sous-jacent. Alors,

Call0(T,K) = S0Φ(d1) − Ke−rTΦ(d2) ; (1.7)

avec

d1 =
1

σ
√
T

ln

(
S0

Ke−rT

)
+

1

2
σ
√
T ; (1.8)

d2 = d1 − σ
√
T . (1.9)

Démonstration. On a,

ST > K

⇔ Z >
1

σ
√
T

ln

(
Ke−rT

S0

)
+

1

2
σ
√
T =: −d2.

D’où,

Call0(T,K) = EQ

[(
S0e

(r− 1
2σ

2)T+σ
√
TZ −K

)
1Z>−d2

]
=

S0√
2π

∫ ∞
−d2

e−
1
2 (x−σ

√
T)

2

dx

− Ke−rT√
2π

∫ ∞
−d2

e−
x2

2 dx.

Dans la première intégrale on fait le changement de variable
y = x− σ

√
T , et on note d1 := d2 + σ

√
T .

Call0(T,K) =
S0√
2π

∫ ∞
−d1

e−
y2

2 dy

− Ke−rT√
2π

∫ ∞
−d2

e−
x2

2 dx

= S0Φ(d1) − Ke−rTΦ(d2).

1.4 Calcul des grecques
Proposition 1.7. Dans le modèle de Black & Scholes on
trouve des formules explicites de grecques.

∆C = Φ(d1)

ΓC =

Démonstration.

∆C = Φ(d1) + S0Φ′(d1)
∂d1

∂S0
(1.10)

− Ke−rTΦ′(d2)
∂d2

∂S0
. (1.11)

On a ∂d1

∂S = ∂d2

∂S , il suffit donc de montrer que :

S0Φ′(d1) = Ke−rTΦ′(d2).

Or,

S0e
− d

2
1
2 = Ke−rT e−

d2
2
2

⇔ S0e
rT

K
= exp

(
d2

1 − d2
2

2

)
On voit aisément que :

d2
1 − d2

2 = d2
1 −

(
d1 − σ

√
T
)2

= 2d1σ
√
T − σ2T

= 2

(
ln

(
S0

K

)
+ rT

)
= 2 ln

(
S0e

rT

K

)

1.5 Volatilité implicite BS
Dans la formule de Black & Scholes on a tous les para-

mètres disponibles sur la marché excepté la volatilité σ. La
question que l’on va se poser dans cette section est donc du
choix de σ.

1.5.1 Méthode historique (statistique)

On suppose que nos observations suivent le modèle log-
normal pour les sous-jacents, on a donc

ln

(
Sti+1

Sti

)
=

(
r − 1

2
σ2

)
(ti+1 − ti) + σ(Wti+1 −Wti).

D’où,

ln

(
Sti+1

Sti

)
1√

ti+1 − ti
∼ N

((
r − 1

2
σ2

)√
ti+1 − ti, σ2

)
,

et la moyenne de la gaussienne est approximativement égale
à zéro en haute fréquence. On a donc une observation d’un
échantillon gaussien indépendant de loi N (0, σ2). L’estima-
teur naturel de la variance est,

s2
n :=

n∑
i=1

(
ln

(
Sti+1

Sti

)
1√

ti+1 − ti

)2

.

Remarque. On a pas forcément la même probabilité d’obser-
vation, en particulier le paramètre r est en fait un µ différent.
Mais cela n’a pas d’importance puisqu’on considère ensuite
que la moyenne est nulle en haute fréquence.

4



On retient deux problèmes principaux avec cette mé-
thode :

— les données sont non stationnaires, notre estimation
dépendra fortement de la fenêtre de données ;

— il existe sur le marché les prix des call-put, informa-
tion que l’on exploite pas ici.

1.5.2 Volatilité implicite

L’idée est qu’il existe les prix de marché 3 CallM0 (T,K)
pour plusieurs (T,K). On cherche donc σ compatible avec
ces données de marché.

Définition 1.3 (Volatilité implicite). La volatilité implicite
σI(T,K) pour la maturité T et le strike K vérifie

CallBS (T,K, S0, σI(T,K)) = CallM (T,K).

Lemme 1.8. La volatilité implicite existe et est unique.

Démonstration. Les prix de marché sont dans la borne d’ar-
bitrage qui est

[
(S0 −K−rT )+, S0

]
. Et on bien,

CallBS −−−−→
σ→∞

S0 ,

CallBS −−−→
σ→0

(S0 −Ke−rT )+.

Et de plus σ 7→ CallBS est continue et croissante (ν(C) > 0)
ce qui termine la preuve.

Remarque. En pratique le calcul de σI est fait par méthode
de Newton.

Si le modèle de Black & Scholes était bon on aurait
(T,K) 7→ σI(T,K), on observe pourtant à T fixé un smile
sur les marchés FOREX, un skew positif sur les matières
premières et un skew négatif sur les indices et actions.

En fait il faut voir la volatilité implicite comme une grille
de lecture des prix, on peut comparer les prix en se ramenant
“au même strike”.

2 Calcul d’espérance – Prix dans
d’autres modèles

2.1 Modèle log-normal décalé
Définition 2.1 (Modèle LND). À taux nul, r = 0, on a le
prix d’un actif au temps T :

ST = (S0 + a)eσWT− 1
2σ

2T − a ,

où a ∈ R, σ > 0, S0 + a > 0. Il faut interpréter cela comme
ST + a qui suit un modèle log-normal.

Définition 2.2 (Volatilité instantanée). La volatilité ins-
tantanée σt au temps t est définie par :

σt∆Wt =
St+∆t − St

St
.

Proposition 2.1. La volatilité instantanée au temps t est
σt = St+a

St
σ.

Démonstration.

σt ,
St+∆t − St

St

=
(St+∆t + a)− (St + a)

St

=
St + 1

St

(
eσWt+∆t− 1

2σ
2(t+∆t)−σWt+

1
2σ

2t − 1
)

=
St + 1

St

(
eσ∆Wt− 1

2σ
2∆t − 1

)
.

Comme ∆t→ 0 on a eσ∆Wt− 1
2σ

2∆t = 1 + σ∆Wt + o(∆Wt).
Ce qui termine la preuve.

Théorème 2.2 (Prix de call). Le prix de call de strike K
et de maturité T dans le modèle log-normal décalé est donné
par

CallLND(T,K, S0, σ, a) = CallBS(T,K + a, S0 + a, σ).

Démonstration.

CallLND(T,K, S0, σ, a) , E[e−rT (ST −K)+]

= E
[
e−rT ((ST + a)− (K + a))+

]
.

Or ST +a suit une dynamique Black & Scholes avec comme
constante devant l’exponentielle S0 + a.

Théorème 2.3 (Asymptotique des volatilités implicites).
La volatilité implicite dans ce modèle a une valeur et une
pente explicite à courte maturité et à la monnaie :

(i) limT→0 σI(T, S0) = S0+a
S0

σ = σ0 ;
(ii) limT→0 ∂KσI(T, S0)|K=S0

= −aσ
2S2

0
= 1

2∂S0
σ0.

Démonstration. On a par définition de la volatilité im-
plicite CallLND(T,K, S0, σa) = CallBS(T,K, S0, σI) =
CallBS(T,K + a, S0 + a, σ).

(i). Lorsque K = S0 et T → 0, CallBS(T,K + a, S0 +
a, σ) −−−→

T→0
0 et donc nécessairement

√
TσI a une limite,

et cette limite est 0. On fait donc un développement limité
autour de 0 sur Φ. En réarrangeant les termes on obtient,

S0φ(0)σI
√
T (1 + o(1)) = (S0 + a)φ(0)σ

√
T (1 + o(1)).

Ce qui prouve bien que σI(I, S0) −−−→
T→0

σ S0+a
S0

.

(ii). On a d’un côté

∂KCall(T,K, σI(T,K)) = ∂KCall(T,K, σI)

+∂σCall(T,K, σI)
∂σI
∂K

= −Φ(d1(T,K, S0, σI))

+S0

√
Tφ(d2(T,K, S0, σI))

∂σI
∂K

.

3. On note CallM pour market.
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De l’autre côté on a

∂KCall(T,K + a, σ) = −Φ(d1(T,K + a, S0 + a, σ)).

On a de plus S0 = K et T → 0 on fait donc un développe-
ment de Taylor au premier ordre autour de 0,

1

2
σI + S0

∂σI
∂K

∣∣∣∣
K=S0

+ o(
√
T ) =

1

2
σ + o(

√
T ).

Donc,

∂σI
∂K

∣∣∣∣
K=S0

−−−→
T→0

1

S0

(
1

2
σ − 1

2
σI

)
−−−→
T→0

− 1

2S0

(
σ
S0 + a

S0
− σ

)
−−−→
T→0

− aσ

2S2
0

=
1

2

∂σ0

∂S0
.

Ce qui nous permet de calibrer le modèle, i.e. d’adapter
le σ et a.

2.2 Modèle de Bachelier
Définition 2.3 (Modèle de Bachelier). Dans le modèle de
Bachelier le prix des sous-jacents suit un modèle gaussien,
i.e.

St = S0 + σWt.

Théorème 2.4. Dans le modèle de Bachelier le prix d’un
call de strike K et de maturité T est donné par

CallB(T,K, S0, σ) = (S0 −K)Φ

(
S0 −K
σ
√
T

)
+σ
√
Tφ

(
S0 −K
σ
√
T

)
.

Théorème 2.5. En posant σB = σBSS0, à la monnaie on
a

CallB − CallBS

CallB
≤

T
(
σBS

)2
12

.

2.3 Modèle d’actifs négociables de Merton
Définition 2.4. N est un processus de Poisson d’intensité
λ, Y = (Yi, i ≥ 1) iid de loi log-normale t.q.

ln(1 + Yi ∼ N
(

ln(1 +m)− α2

2
, α2

)
,

avec m > −1 et α ≥ 0. N et Y sont indépendants et on
définit

St = S0e
(µ− 1

2σ
2)T+σWt

Nt∏
i=1

(1 + Yi).

Entre deux sauts on a un mouvement brownien géomé-
trique, le temps entre deux sauts suit une loi exponentielle de
paramètre λ et au moment du saut on a un saut log-normal.

Proposition 2.6. E[St] = S0e
rt ssi µ = r − λm.

Théorème 2.7 (Formule de Merton). Le prix d’un call dans
la formule de Merton est donné par∑
k≥0

e−λT
(λT )k

k!
·CallBS(S0(1+m)ke−mλT , T,K, σ2 +

α2k

T
).

2.4 Pricing en Fourier
Il y a en réalité peu de modèles où l’on peut calculer ex-

plicitement E[(St −K)+]. Par contre dans beaucoup de cas
on connaît la fonction caractéristique E

[
eiuXt

]
. On va voir

dans la suite comment utiliser cette fonction pour pricer un
call.

On suppose connue la fonction caractéristique de Xt =
ln(Ste

−rt) :

ϕ(z) := E[ezXt ] , z ∈ C.

Théorème 2.8 (Formule de Carr-Madan). On pose
C(k) := e−rtE[(eXt+rt − ek)+], k ∈ R, et z(k) = eαkC(k)
avec 0 < α < p− 1 où p est le nombre de moments finis de
St. Alors

ẑ(u) =

∫
R
eiukz(k) dk

= e(iu+α)rt ϕ(iu+ α+ 1)

(iu+ α)(iu+ α+ 1)
,

et,

C(k) = e−αk
∫
R

e−iuk

2π
e(iu+α)rt ϕ(iu+ α+ 1)

(iu+ α)(iu+ α+ 1)
.

Démonstration. Prouvons l’intégrabilité. Lorsque k → −∞,
C(k) tend vers une constante et on a donc bien C(k)eαk ∈
L1(R). Voyons en +∞,

C(k) ≤ e−rtE
[
ert+Xt1e−rt+Xt≥ek

]
≤ e−rtE

[
ep(rt+Xt)e−(p−1)k

]
, p > 1 ,

intégrable si E[Spt ] < ∞. D’où C(k) ≤ ce−(p−1)k+αk, inté-
grable si α < p− 1 et le moment d’ordre p de St existe.

Démontrons la formule.

ẑ(u) =

∫
R
e(iu+α)k−rtE[(eXt+rt − ek)+] dk

= E

[∫ Xt+rt

−∞
e(iu+α)k+Xt dk

−
∫ Xt+rt

−∞
e(iu+α+1)k−rt dk

]

= e(iu+α)rt ϕ(iu+ α+ 1)

(iu+ α)(iu+ α+ 1)
.

Ensuite C(k) = e−αkz(k) = e−αk
∫
R
e−iu

2π ẑ(u) du.

6



Théorème 2.9 (Formule de Lewis). On a la formule d’un
call,

e−rTE
[
(eXT+rT −K)+

]
= S0 −

1

2π

∫
R

e(
1
2−iu) ln(Ke−rT )

1
4 + u2

ϕ

(
1

2
+ iu

)
du

Démonstration. On rappelle la formule de Parseval, pour
(f, g) ∈ L1 × L2,

∫
f(x)g(x)dx = 1

2π

∫
f̂(u)ĝ(u)du. On

a aussi la relation (x − K)+ = x − min(x,K). Donc,
E[e−rT min(erT+XT ,K)] =

∫
f(x)g(x)dx, avec f(x) =

e−rT min(e − rT + x,K)e−
1
2x et g(x) = e

1
2xp(x), où p est

la densité de XT . En calculant ĝ(u) et f̂(u) puis avec
la formule de Parseval et enfin le fait que Call(S0,K) =
C0(ST , T )︸ ︷︷ ︸

=S0

+C0(min(ST ,K), T ), on trouve la relation.

2.5 Comportement des vols implicites dans
les ailes

On prend les notations suivantes
— B0 = e−rT le facteur d’actualisation
— F0 = S0

B0
le prix forward sans dividendes

— x = ln K
F0

la log moneyness, donc K(x) := F0e
x

— I(x) la vol implicite à la moneyness x.
On a donc dans un certain modèle

C(K(x)) := B0E[(ST −K(x))+].

Lemme 2.10. Pour tout p > 0 et K > 0,

C(K) ≤
B0E[Sp+1

T ]

p+ 1

(
p

p+ 1

)p
K−p.

Démonstration. Pour tout S > 0 on a

S −K ≤ Sp+1

p+ 1

(
p

p+ 1

)p
K−p ,

en effet les deux membres on même valeur et même dérivée
au point K p+1

p , mais le membre de droite a une dérivée se-
conde positive. Comme le membre de droite est positif on
peut remplacer le membre de gauche par (S − K)+. Enfin
on remplace S par ST , on prend l’espérance et on multiplie
par B0 pour avoir l’expression.

Corollaire 2.10.1. Si E[Sp+1
T ] < ∞, alors C(K) =

O(K−p) lorsque K →∞.

Lemme 2.11. Pour tout p > 0,

B0E[Sp+1
T ] =

∫ ∞
0

p(p+ 1)Kp−1C(K) dK.

Démonstration. On applique le Théorème 1.4 avec x0 = 0
et h(x) = xp+1.

Lemme 2.12 (Inégalités de Mills). On note Φ la fonction
de répartition de la gaussienne centrée réduite, alors pour
x ≥ 0

e−
1
2x

2

√
2π

x

x2 + 1
≤ Φ(−x) ≤ e−

1
2x

2

√
2π

1

x
.

Lemme 2.13. Pour x grand,

I(x) <

√
2|x|
T

,

et on a
(i) β(x) := I2(x)T

x ∈ [0, 2] ;
(ii) βR ≤ 2.

Démonstration. Comme le vega est positif, cette preuve re-
vient à montrer que

CBS(I(x)) < CBS

(√
2|x|
T

)
,

pour x grand. Le membre de gauche tend vers 0 lorsque
x→∞. Montrons alors que le membre de droite est stricte-
ment positif.

CBS

(√
2|x|
T

)
= B0F0

(
Φ(0)− exΦ

(
−
√

2x
))

−−−−→
x→∞

1

2
B0F0 ,

grâce au Lemme 2.12.

Lemme 2.14. En posant

f±(β) =
1

β
+
β

4
± 1 ,

on a

CBS(I(x)) = B0F0Φ
(
−
√
xf−(β(x))

)
−B0F0e

xΦ
(
−
√
xf+(β(x))

)
Démonstration. En effet,

d1 = − x

I(x)
√
T
− I(x)

√
T

2

= −
√
x

(
1√
β

+

√
β

2

)
= −

√
x

√
1

β
+
β

4
− 1.

Théorème 2.15 (Aile droite, x → ∞). Soit p̃ := sup{p ≥
0 : E[Sp+1

T ] <∞} et βR := lim supx→∞
I2(x)T
|x| . Alors

(i) βR ∈ [0, 2] ;
(ii) p̃ = 1

2βR
+ βR

8 −
1
2 .

Théorème 2.16 (Aile gauche, x → −∞). Soit q̃ :=

sup{q ≥ 0 : E[S−qT ] < ∞} et βL := lim supx→−∞
I2(x)T
|x| .

Alors
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(i) βL ∈ [0, 2] ;
(ii) q̃ = 1

2βL
+ βL

8 −
1
2 .

Démonstration. Le Lemme 2.13 implique que βR ∈ [0, 2].
On doit montrer que p̃ = f−(βR)

2 . Pour tout β ∈]0, 2[ on a,

e−cx

CBS
(√

β|x|
T

) −−−−→
x→∞

{
0 pour c > f−(β)

2

∞ pour c ≤ f−(β)
2

Pour prouver que p̃ ≤ f−(βR)
2 , on note que f− :]0, 2] →

[0,∞[ est strictement décroissante. Il suffit donc de montrer
que pour tout β ∈]0, 2[ avec f−(β)

2 < p̃, on a βR ≤ β. On

choisit p ∈
]
f−(β)

2 , p̃
[
, on a par le Corolaire 2.10.1, lorsque

x→∞,

CBS(I(x))

CBS
(√

β|x|
T

) =
O(e−px)

CBS
(√

β|x|
T

) −→ 0.

Et vega positif donc lorsque x grand, β(x) ≤ β.
Pour prouver que p̃ ≤ f−(βR)

2 , il suffit de montrer que

pour tout p ∈
]
0, f−(β)

2

[
on a E[S1+p

T ] < ∞. On choisit β

t.q. Q := f−(β)
2 ∈

]
p, f−(βR)

2

[
. Pour x assez grand,

C(K(x))

e−Qx
=

CBS(I(x))

e−Qx

≤
CBS

(√
β|x|
T

)
e−Qx

−−−−→
x→∞

0.

Il existe donc K∗ t.q. pour tout K > K∗ on ait C(K) <
K−Q. Et donc,

E[Sp+1
T ] = B−1

0

∫ ∞
0

p(p+ 1)Kp−1C(K) dK

≤ p(p− 1)B−1
0

(∫ K∗

0

Kp−1C(K) dK

+

∫ ∞
K∗

Kp−1−Q dK

)
< ∞.

Où on a utilisé le Lemme 2.11.

3 Couverture des risques : cas va-
nille en dim 1 avec MBG

3.1 Autofinancement, couverture dyna-
mique

Définition 3.1 (Call). Droit d’acheter (mais pas l’obliga-
tion) un actif négociable S sur le marché à K Euros (K le
prix d’exercice, strike) à la date future T fixée (échéance,
maturité).

C’est équivalent à recevoir un flux (ST −K)+.
On note deux problématiques :
— Quel est le prix de tel contrat optionnel (ce qui dé-

termine le montant de la prime que l’acheteur doit
verser au vendeur à la signature du contrat) ? C’est
la question de valorisation.

— Quelle attitude doit adopter le vendeur une fois qu’il
a vendu un tel produit et ainsi endossé (à la place
de l’acheteur) le risque d’une hausse du titre à ma-
turité ? C’est la question de couverture du risque de
marché.

Dans le modèle de Black & Scholes on va se donner une
méthode pour couvrir dynamiquement son portefeuille. Une
stratégie simple de portefeuille investi dans le titre S et dans
le cash St0 = ert est la donnée de deux processus (δ0(t), δ(t))
de la forme

δ(t) = δ01[0,t1] + · · ·+ δn−11]tn−1,tn](t)

et de manière analogue pour δ0. La valeur liquidative du
portefeuille à la date t est :

Vt = δ0(t)S0
t + δ(t)St.

La convention veut que (δ0(t), δ(t)) sont respectivement le
nombre de cash et de titre.

Proposition 3.1. Pour t ∈]tk−1, tk], intervalle sur lequel
δ0(t) et δ(t) sont constants, la variation de la valeur de por-
tefeuille s’écrit

Vtk − Vt = δ0
k−1(S0

tk
− S0

t ) + δk−1(Stk − St)

=

∫ t

tk

δ0(u) dS0
u + δ(u) dSu.

On veut que le portefeuille soit autofinancé, ce qui nous
donne la condition :

δ0
k−1S

0
tk

+ δk−1Stk = δ0
kS

0
tk

+ δkStk

Définition 3.2. La valeur d’un portefeuille autofinançant
a pour dynamique

Vt = V0 +

∫ t

0

rVu du+

∫ t

0

δ(u)(dSu − rSu du).

Remarque. En effet (Vt)t est déterminé par V0 et δ(u) étant
donné que la part du cash se déduit de δ0(t) = Vt−δ(t)St

S0
t

et

ensuite on a dS0
u

S0
u

= r du.

Le vendeur de l’option doit déterminer une couverture
(δ(t))t et une richesse initiale V0 tels que

dVt = rVt dt + δ(t)(dSt − rSt dt) ,

avec une erreur de couverture nulle définie comme

εT := VT − h(ST ) ,

où h est le payoff.
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3.2 Résolution par équation aux dérivées
partielles

Théorème 3.2. Soit h une fonction mesurable pour laquelle
l’EDP ci-dessous admet une solution régulière v(t, x) sur
]0, T [×R∗+{

1
2σ

2x2vxx(t, x) + rxvx(t, x) + vt(t, x)− rv(t, x) = 0
v(T, x) = h(x)

Alors le flux h(ST ) est duplicable par un portefeuille auto-
finançant, dont la valeur à la date t est v(t, St), et celle du
portefeuille de couverture δ(t, St) = vx(t, St).

Démonstration. On écrit l’égalité entre l’EDP précédente et
la condition d’autofinancement, et on identifie δ(t) par le
seul élément en dSt.

3.3 Delta-Hedging à temps discret
La réplication parfaite sans risque résiduel suppose entre

autres le rebalancement en temps continu du portefeuille. Ce
qui est impossible en pratique. On rebalance donc à temps
discret et si la fréquence en grande, le tracking error “doit”
être petit.

Prenons le cas du call. On a δ(t) = Cx(t, St) = Φ(d1),
avec les dates de rebalancement 0 =: t0 < · · · < tN := T . On
a donc δt = Cx(tt, Sti) pour t ∈]ti, ti+1] et un portefeuille
résultant V NT . On rappelle le tracking error :

εNT = V NT − (ST −K)+

Théorème 3.3. E[|εNT |2] ∼ C
N lorsque N →∞.

3.4 Couverture en Delta-Gamma à temps
discret

3.5 Raffinements supplémentaires sur la
formule de BS

On étant les résultats précédents aux titres délivrant un
dividende. Détenir S pendant dt rapporte S × q × dt.

Définition 3.3. Une portefeuille autofinançant investi dans
le cash et le titre S (versant un dividende continu de taux
q par unité de temps) a à la date t pour valeur liquidative
Vt = δ0(t)S0

t + δ(t)St et sa dynamique est

Vt = V0 +

∫ t

0

δ0(u) dS0
u + δ(u)(dSu + qSu du)

= V0 +

∫ t

0

rVu du+

∫ t

0

δ(u)(dSu + (q − r)Su du).

Théorème 3.4. Soit h une fonction mesurable pour laquelle
l’EDP ci-dessous admet une solution régulière v(t, x) sur
]0, T [×R∗+{

1
2σ

2x2vxx(t, x) + (r − q)xvx(t, x) + vt(t, x)− rv(t, x) = 0
v(T, x) = h(x)

Alors le flux h(ST ) est duplicable par un portefeuille auto-
finançant, dont la valeur à la date t est v(t, St), et celle du
portefeuille de couverture δ(t, St) = vx(t, St).

Théorème 3.5. La fonction prix d’un call de maturité T
et de strike K sur un titre versant un dividende au taux
continu q est donné par

C(t, x, T,K) = xe−q(T−t)Φ
(
d1(T − t, xe(r−q)(T−t),K)

)
−Ke−r(T−t)Φ

(
d2(T − t, xe(r−q)(T−t),K)

)
De plus cette option est couverte par un portefeuille qui

contient

δ(t) = e−q(T−t)Φ
(
d1(T − t, xe(r−q)(T−t),K)

)
parts de titre S.

On peut aussi valoriser des options binaires, i.e. des
contrats dont le flux en T est de la forme

— 1{ST>K} pour les BinC ;
— 1{ST<K} pour les BinP

Théorème 3.6. On a

BinC(0, x, T,K) = −∂KC(0, x, T,K)

BinP (0, x, T,K) = ∂KP (0, x, T,K)

Démonstration. En effet

BinC(0, x, T,K) = E[e−rT1{ST>K}]

= −E[e−rT∂K(ST −K)+]

= −∂KE[e−rT (ST −K)+]

= ∂KC(0, x, T,K).

Lemme 3.7. On note ν = r − q le cout de portage
(i) Symétrie call-put on a

C(t, xe−ν(T−t), T,K) = P (t,Ke−ν(T−t), T, x) ;

(ii) Homogénéité, pour tout λ > 0,

C(t, λx, T, λK) = λC(t, x, T,K).

3.6 Options barrière
On a par exemple un Down-In Call (DIC) donne le droit

à son détenteur d’acheter le titre en T au prix K (call) et
son droit est activé seulement si le titre descend (In) en des-
sous d’une barrière basse D (Down) pendant la durée de vie
du contrat. Son exercice revient à recevoir un flux égal à
(ST −K)+

1{τD≤T} où τD = inf{t ≥ 0 : St ≤ D}.
En combinant up/down, in/out, call/put on a huit va-

riantes possibles.

Une relation claire d’AOA :

DOCt +DICt = Ct.

Une autre manière de classer les options barrières consiste à
regarder leur payoff à la barrière.
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— Si celui-ci est nul ce sont des options dites regular.
C’est par exemple le cas pour des DOC/DIC avec
K ≥ D.

— Les autres sont dites reverse et sont beaucoup plus
dures à couvrir.

On peut calculer explicitement les prix à l’aide de γ =
1− 2ν

σ2 .

Théorème 3.8 (DIC regular dans le cas r = q). Si x ≤ D
l’option est immédiatement activée et se transforme en call :

DIC(t, x, T,K,D) = C(t, x, T,K).

Sinon on a

DIC(t, x, T,K,D) =
K

D
P (t, x, T,

D2

K
)

= C(t,D, T,
Kx

D
).

On adopte donc une couverture semi-statique :
— tant que Su < D, on achète K

D puts de caractéristique
(T, D

2

K ),
— à l’activation on achète un call de caractéristique

(T,K).
En effet à t = τD je vends K

D puts achetés en t = 0,

V L =
K

D
P (τd, SτD = D,T,

D2

K
)

= C(τD, D, T,K) ,

la condition d’autofinancement est satisfaite.
Regardons le prix de ces options dans le cas général :
— si x ≤ D, activation immédiate et le DIC est équi-

valent à un call ;
— si x > D, la valorisation va passer par celle

des BinDIC, de payoff 1{ST>K}1{τD<T}. En effet
1{ST>K}1{τD<T} = −∂K

(
(ST −K)+

1{τD<T}
)
.

Proposition 3.9. On a par AOA et avec la relation précé-
dente

BinDIC(0, x, T,K,D) = −∂KDIC(0, x, T,K,D).

Lemme 3.10. Soit un titre S suivant une dynamique BS,
on a Sγ est un mouvement brownien géométrique sans drift.

Et par conséquent Sγ a un cout de portage nul.

Démonstration. On a ST = S0 exp
((

(r − q)− 1
2σ

2
)
T + σWT

)
,

d’où

SpT = S0 exp

((
(r − q)p− 1

2
pσ2

)
T + pσWT

)
On cherche p t.q. (r − q)p − 1

2pσ
2 = − 1

2p
2σ2, et γ

convient.

Théorème 3.11 (DIC regular, x > D). On a les fonctions
de prix des BinDIC et DIC :

BinDIC(t, x, T,K,D) =
( x
D

)γ
BinC(t,D, T,

Kx

D
) ;

DIC(t, x, T,K,D) =
( x
D

)γ−1

C(t,D, T,
Kx

D
).

Démonstration. On va calculer le prix d’un BinDIC,

BinDIC = E
[
e−rT1{ST>K}1{τD<T}

]
= E

[
e−rT1{SγT>Kγ}1{inft S

γ
t ≤Dγ}

]
= BinDIC(Sγ0 , σγ,D

γ ,Kγ)

sans cout de portage
= −∂kDIC(Sγ0 , σγ,D

γ , k)|k=Kγ

= −∂kC(Dγ , T, k
Sγ0
Dγ

)|k=Kγ

=
Sγ0
Dγ

BinC(Dγ , T,Kγ S
γ
0

Dγ
)

=
Sγ0
Dγ

E

[
e−rT1{

Dγ≥Kγ
S
γ
0

Dγ

}
]

=
Sγ0
Dγ

E
[
e−rT1{D≥K S0

D }
]
.

4 Couverture des risques : la cas gé-
néral multi sous-jacents dans un
marché mono-devise

4.1 Modélisation du marché

On fait l’hypothèse d’un marché d’Itô, i.e. (Ŵ 1, . . . , Ŵ k)
est un k m.b. ⊥⊥ décrivant entièrement l’évolution de l’éco-
nomie/du marché. (Ω,F ,P) est un espace de probabilité où
P désigne la probabilité historiques (scénarios réels). La fil-
tration Ft est la filtration ambiante des m.b. elle traduit l’in-
formation de marché. On fait aussi l’hypothèse d’un marché
dans friction.

Les actifs négociables sur le marché sont :
— Un actif sans risque qui rémunère les liquidités au

taux (rt, t ≥ 0), où rt est un processus (Ft)-adapté.
Donc

dS0
t

S0
t

= rt dt ⇔ S0
t = e

∫ t
0
rs ds.

— Des actifs risqués au nombre de d,

dSit
Sit

= µit dt +

k∑
j=1

σij(t) dŴ j
t ,

avec i ∈ J1, dK.
Le lecteur peut se demander quel est le lien avec la vo-

latilité de Si et les corrélations avec Sj . On note le vecteur
de volatilité

σi(t) =
(
σi1(t), . . . , σik(t)

)
,
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et la volatilité de Si,

|σi(t)| =

√∑
j

|σij |2.

On pose

Bit :=

∫ t

0

∑
j

σij(s)

|σi(s)|
dŴ j

s ,

then dSit
Sit

= µit dt + |σi(t)|dBit. Bi est une intégrale sto-
chastique. C’est aussi une martingale (locale), et,

〈Bi〉t =

∫ t

0

k∑
j=1

∣∣∣∣∣ σij(s)|σi(s)|

∣∣∣∣∣
2

ds = t.

Donc d’après le théorème de Levy de caractérisation du
mouvement brownien, Bi est un m.b.

On a aussi la corrélation :

Cor

(
dSit
Sit

,
dSjt

Sjt

)
,
〈dBit,dB

j
t 〉

dt

=
〈 σ

i(t)
|σi(t)| dŴt,

σj(t)
|σj(t)| dŴt〉

dt

=
σi(t) · σj(t)
|σi(t)||σj(t)|

4.2 Portefeuille autofinançant

Le vecteur d’allocation donne le nombre d’actifs en por-
tefeuille à chaque date t

δt = (δ0
t , δ

1
t , . . . , δ

d
t ).

La valeur liquidative du portefeuille est donc

Vt =

d∑
i=0

δitS
i
t ,

avec δitSit le montant en $ investi en Si. De plus l’hypothèse
d’autofinancement nous donne

dVt =

d∑
i=0

δit dSit .

Or dS0
t = S0

t rt dt, on peut donc mettre le cash de côté en
écrivant,

dVt =

d∑
i=1

δit dSit + rt

(
Vt −

d∑
i=1

δitS
i
t

)
dt

= rtVt dt +

d∑
i=1

δit
(
dSit − rtSit dt

)
.

Avec les formules d’Itô on a aussi

d
(
e−
∫ t
0
rs dsVt

)
= e−

∫ t
0
rs ds (dVt − rtVt dt) ;

d
(
e−
∫ t
0
rs dsSit

)
= e−

∫ t
0
rs ds

(
dSit − rtSit dt

)
.

D’où finalement,

d
(
e−
∫ t
0
rs dsVt

)
=

d∑
i=1

δit d
(
e−
∫ t
0
rs dsSit

)
.

On peut aussi écrire vectoriellement

dVt = rtVt dt + (δS)t ·
(

(µt − rt1) dt+ σt dŴt

)
.

Exemple 4.1. On souhaite couvrir
∫ T

0
|σSt |2 dt, avec rt = 0,

dSt
St

= µt dt + σSt dŴt, et σSt = (. . . ).
La volatilité apparaît quand on écrit

d lnSt =
dSt
St
− 1

2

d〈S〉t
S2
t

,

où d〈S〉t = |σSt |2S2
t dt. On a donc

1

2

∫ T

0

|σSt |2 dt =

∫ T

0

dSt
St
− ln

ST
S0
.

Le membre de gauche est couvert dynamiquement avec
δt = 1

St
et le membre de droite se réplique statiquement

avec la formule de Carr–Madan.

4.3 Absence d’opportunité d’arbitrage
On fait l’hypothèse qu’il y a AOA entre les portefeuilles

admissibles.

Théorème 4.1. (i) Un portefeuille admissible sans
risque a nécessairement un rendement rt.

(ii) Il existe un vecteur aléatoire λt de dimension k
(= dimW ) t.q.

µt = rt1 + σtλt.

On appelle λt la prime de risque.

On réécrit donc,

dVt = rtVt dt + (δS)t · σt(dŴt + λt dt︸ ︷︷ ︸
=: dWt

) ;

d
(
e−
∫ t
0
rs dsVt

)
= e−

∫ t
0
rs ds(δS)t · σt(dŴt + λt dt︸ ︷︷ ︸

=: dWt

).

On a donc Wt = Ŵt+
∫ t

0
λs ds et dSit

Sit
= rr dt + σit dWt. On

se propose donc un changement de probabilité

Qλ|Ft = e−
∫ t
0
λs dŴs− 1

2

∫ t
0
|λs|2 ds︸ ︷︷ ︸

=: Lλt

P|Ft .

On a donc pour tout ψ ∈ Ft,

EQλ [ψ] = EP[Lλt ψ].

Et par conséquent grâce au théorème de Girsanov :
— e−

∫ t
0
rs dsVt est une intégrale stochastique en dW .
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— Ŵ est une P-m.b.
— W est une Qλ-m.b.

Corollaire 4.1.1. Si l’actualisation de Vt est une Qλ mar-
tingale, alors

e−
∫ t
0
rs dsVt = EQλ

[
e−
∫ T
0
rs dsVT |Ft

]
,

et si V réplique un flux ψT en T, alors

e−
∫ t
0
rs dsVt = EQλ

[
e−
∫ T
0
rs dsψT |Ft

]
,

On appelle Qλ la probabilité de risque neutre. Et comme on
a

dSit
Sit

= rt dt + σit dW i
t ,

on en déduit que e−
∫ t
0
rs dsSit est une Qλ martingale. En ef-

fet pour les portefeuilles de réplication, la règle de pricing
EQλ [. . . ] en dépend pas de λ.

4.4 Marché complet
Théorème 4.2. Si σ est inversible (k = d), alors λ est
unique. Si de plus λ est borné et si E

[
e−c

∫ t
0
rs ds

]
<∞, ∀c,

alors pour tout flux ψT ∈ FT de carré intégrable sous P, il
existe une stratégie admissible de couverture (δt)t et

Vt = EQ

[
e
∫ T
t
rs dsψt

∣∣∣Ft] .
Proposition 4.3. Les portefeuilles admissibles avec actua-
lisation sont des Q martingales.

En fait dans l’univers on a P la probabilité historique et
Q le noyau de pricing.

4.5 Changement de numéraire
Définition 4.1 (Numéraire). Référence monétaire en $
dont le niveau X évolue comme une processus d’Itô.

Dans un X-marché, si S en $ alors son X prix est S
X .

On fait l’hypothèse que le numéraire évolue de la façon
suivante

dXt

Xt
= µXt dt + σXt dŴt.

Proposition 4.4. (i) La notion d’autofinancement est
invariante par changement de numéraire,

d

(
Vt
Xt

)
= (δ0

t . . . δ
d
t ) d

(
St
Xt

)
,

où St = (S0
t . . . S

d
t )T.

(ii) S’il existe un arbitrage dans un numéraire, alors il
existe aussi dans d’autres numéraires.

Lemme 4.5. Soit U, V deux processus d’Itô réels, on a les
règles de calcul

d(UtVt) = Ut dVt + Vt dUt + d〈U, V 〉t ;

d(UtVt)

UtVt
=

dUt
Ut

+
dVt
Vt

+

〈
dU

U
,

dV

V

〉
t

;

d(UtVt )
Ut
Vt

=
dUt
Ut

− dVt
Vt
−
〈

dV

V
,

dU

U
− dV

V

〉
t

.

Corollaire 4.5.1. Le vecteur de volatilité de SX := S
X est

égal au vecteur de volatilité de S moins celui de X.

Démonstration. On a dSt
St

= σSt dŴt + ·dt et dXt
Xt

=

σXt dŴt + ·dt. D’où

dSXt
SXt

=
dSt
St
− dXt

Xt
+ ·dt

= (σSt − σXt ) dŴt − ·dt.

On pose maintenant Q̃|Ft := HtQ|Ft , où Ht est une mar-
tingale sous Q, H0 = 1.

Proposition 4.6. (i) EQ[|Z|] <∞ ⇔ EQ̃

[∣∣∣ ZHt ∣∣∣] <∞.

(ii) Bayes : EQ̃

[
Z
Ht

∣∣∣Ft] = 1
Ht

EQ[Z|Ft].
(iii) Mt est une Q martingale ⇔ Mt

Ht
est une Q̃ martin-

gale.

Théorème 4.7. (i) Si on a

LXt =
e−
∫ t
0
rs dsXt

X0

= e
∫ t
0
σXs dWs− 1

2

∫ t
0
|σXs |

2 ds

une Q martingale > 0 et LX0 = 1, alors WX
t := Wt−∫ t

0

(
σXs
)T

ds est un QX-m.b. où QX |Ft = LXt Q|Ft .
(ii) Si S a une volatilité σS et dSt

St
= rt dt + σSt dWt,

alors

dSXt
SXt

=
(
σSt − σXt

)
dWt (+O dt) ,

et SX est une QX martingale.

Démonstration.

Corollaire 4.7.1. On suppose que V couvre ψT ,

e−
∫ t
0
rs dsVt = EQ

[
e−
∫ T
0
rs dsψT

∣∣∣Ft]
=

e−
∫ t
0
rs dsXt

X0
EQ

[
e−
∫ T
0
rsdsψT

e−
∫ T
0
rsds XT

X0

∣∣∣∣∣Ft
]

⇔ V Xt = EQX [ψXT |Ft], avec LXt = e−
∫ t
0 rs dsXt
X0

.
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4.6 Applications
4.6.1 Formule de Black

Théorème 4.8.

4.6.2 Portefeuille Markovien

Théorème 4.9 (Forme générique). On suppose que les pro-
duits qui permettent de se couvrir suivent la dynamique

dSit
Sit

= rt dt + σi(t, St) dWt

sous Q. Le cash a un taux déterministe (rt)t, et on a un flux
en T , ψ(ST ) suffisament intégrable. On suppose aussi que
dim(W ) = dim(s) et

σ(t, St) =

 σ1(t, St)
...

σd(t, St)


est inversible. Alors

(i) Il existe une portefeuille de couverture.
(ii) Vt = EQ

[
e−
∫ T
t
rs dsψ(ST )|Ft

]
.

(iii) On a une EDP de pricing pour Vt = v(t, St),

1

2

∑
i,j

(
SiSjσi(t, S) · σj(t, S)

) ∂2v

∂Si∂Sj
(4.1)

+ ∂tv +
∑
i

rtS
i∂Siv − rtv = 0

(iv) La couverture se fait en achetant

δt = ∂Sv(t, St).

Exemple 4.2 (Taux forwards). Les taux forwards peuvent
s’écrire comme une somme de facteurs stochastiques gaus-
siens notés (Xi

t) pris en une fonction déterministe. On peut
donc prouver que les prix ZC est une exponentielle affine des
(xit). Ce sont des exemples où les assets de couverture sont
de la forme

Sit = Hi(t,Xt) ,

Quelle est alors l’EDP et la couverture ?
On suppose rt = r(t,Xt), Hi smooth. On a forcément

∂tH
i + LXHi − r(t, x) = 0 ,

puisque les Si actualisés sont des martingales. Où LX cor-
respond à l’opération que l’on retrouve dans (4.1).

Avec un flux ψ(ST ) = ψX(XT ) et une dynamique

dXt = µX(t,Xt) dt + σX(t,Xt) dWt ,

on a la vol de Si qui est égale à 4

∂XH
i(t,Xt)

Hi(t,Xt)
σX(t,Xt).

Si on suppose maintenant que dimS = dimW , et que la
matrice de vol est inversible, on a

Vt = EQ

[
e−
∫ T
t
rs dsψ(ST )

∣∣∣Ft]
= u(t,Xt)

∂tu + LXu(t, x) − r(t, x)u(t, x) = 0.

Mais attention la couverture n’est pas ∂Xu(t,Xt), en ef-
fet on écrit d’une part la formule d’Itô

du(t,Xt) = ∂Xu(t,Xt) dXt + ·dt

et de l’autre la condition d’autofinancement

du(t,Xt) = δt dSt + ·dt
= ∂xH(t,Xt)δt dXt + ·dt

et donc en égalisant la partie dXt,

δt = (∂xH(t,Xt))
−1
∂Xu(t,Xt).

4.7 Volatilité à la Dupire

4.7.1 Volatilité locale

On se place dans le cadre

dSt
St

= (r − q) dt + σ(t, St) dWt ,

avec r déterministe, et q le taux de dividende déterministe.
On suppose aussi que 0 <

¯
σ ≤ σ ≤ σ̄ <∞, et σ régulière.

Théorème 4.10 (EDP de valorisation en variable backward
(t, S)). L’EDP de pricing en (t, S) est donnée par

∂tu(t, S) + (r − q)S∂Su(t, S)
+ 1

2S
2σ2(t, S)∂2

Su(t, S) − ru(t, S) = 0

u(T, S) = (S −K)+.

C’est celle qui donne le prix RN du call de strike K et
de maturité T :

u(t, S) = E
[
e−r(T−t)(ST −K)+

∣∣∣St = S
]

4. En appliquant la formule d’Itô on trouve

dSi
t

Si
t

=
∂XH

i(t,Xt)

Hi(t,Xt)
σX(t,Xt) dWt + · dt.
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4.7.2 EDP en variables forwards

Théorème 4.11. On a l’EDP en (T,K) à (t = 0, S0) fixé,
où u(T,K)(0, S0) = v(0,S0)(T,K) est solution de

∂T v + (r − q)K∂Kv
− 1

2K
2σ2(T,K)∂2

Kv + qv = 0

v(0,K) = (S0 −K)+.

Démonstration.

4.7.3 Volatilité à la Dupire

La question est de savoir s’il existe une vol locale capable
de reproduire les prix des call/puts côtés, i.e. t.q.

CM (T,K,F0) = u(T,K)(0, S0)(σLV ) , ∀(T,K)

Théorème 4.12. Oui une telle volatilité existe, c’est la vo-
latilité Dupire :

(
σLV,D(T,K)

)2
= 2

∂TC
M + (r − q)K∂KCM + qCM

K2∂2
KC

M (T,K)

4.7.4 Connexion avec la vol implicite

4.7.5 Projection markovienne

On prend r = q = 0 et

dSt
St

=
√
Vt dWt ,

où Vt est une variance stochastique.
On cherche à savoir s’il existe un σLV t.q. le prix call

avec cette vol locale coïncide avec le prix du call en vol sto-
chastique.

Théorème 4.13 (Gyongy). Si
(
σLV

)2
(t, S) = E[Vt|St = S]

alors les prix vanilles coïncident dans les deux modèles.

Remarque. Il est donc impossible de distinguer sur les prix
de call un modele à vol locale et à vol stochastique. Et de
plus des modèles à vol stochastique ayant même projection
markovienne ne sont pas identifiables sur les produits va-
nilles.

Démonstration.

4.8 Robustesse de la couverture BS
On suppose que le marché évolue avec une vol aléatoire

σt,

dSt
St

= σt dWt (r = q = 0).

De plus on crois à un modèle à vol locale σLV (t, S) et l’on
couvre avec cela. Quel est alors l’impact sur ma tracking
error ?

On rappelle l’EDP de pricing{
∂tu(t, S) + 1

2σ
2(t, S)S2∂2

Su(t, S) = 0
u(T, S) = (S −K)+.

Et l’on couvre avec δt = ∂Su(t, St).
La valeur liquidative de portefeuille est

VT = V0 +

∫ T

0

∂Su(s, Ss) dSs ,

et d’autre part avec la formule d’Itô,

(ST −K)+ = u(T, ST )

= u(0, S0) +

∫ T

0

(
∂tu+

1

2
∂2
SuS

2
t σ

2
t

)
dt

+

∫ T

0

∂SudSt

= u(0, S0) +

∫ T

0

∂SudSt︸ ︷︷ ︸
= VT

+

+

∫ T

0

1

2
∂2
SuS

2
t

(
σ2
t − σ2(t, St)

)
dt.

Donc la tracking error ε vaut

ε , (ST −K)+ − VT

=

∫ T

0

1

2
∂2
Su(t, St)S

2
t

(
σ2
t − σ2(t, St)

)
dt.

En particulier si la vol locale est la projection marko-
vienne de la vol du marché, i.e. E

[
σ2
t

∣∣St] = σ2(t, St), alors
sous Q,

EQ[ε] = 0.

Nouvelle représentation des volatilités implicites
On pose le prix donné par le marché C0,

C0(T,K) = CBS
(
0, S0, T,K, σ

I
0(T,K)

)
= u(0, S0) ,

and the EDP is

∂tu(t, St) +
1

2

(
σI
)2

(t, St)S
2∂2
Su(t, St) = 0.

On peut alors facilement montrer que

E [(ST −K)+] − E [Vt] =

E
[∫ T

0
1
2ΓBS

(
t, St, σ

I
0(T,K)

)
S2
t

(
σ2
t −

(
σI0
)2

(t, St)
)

dt
]
.

Et on a alors

(
σI0(T,K)

)2
=

E
[∫ T

0
ΓBS

(
t, St, σ

I
0(T,K)

)
S2
t σ

2
t dt
]

E
[∫ T

0
ΓBS

(
t, St, σI0(T,K)

)
S2
t dt

] ,

ce qui peut s’interpréter comme la moyenne des σ2
t futurs.
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Deuxième partie

5 Les taux d’intérêts

5.1 Éléments de calcul actuariel
5.1.1 Taux et obligations

Un zéro-coupon B(t, T ) est le prix en t de 1 euro payé
en T . Ainsi

B(t, T ) = e−(T−t)R(t,T−t).

Le taux court est le taux de placement pour un temps très
petit, dS0

t

S0
t

= rt dt, S0
0 = 1, d’où

S0
t = e

∫ t
0
rs ds.

Un taux de maturité θ, noté R(t, θ) est caractérisé par le
placement de 1 euro pour la période [t, t+ θ], rapporte

eθR(t,θ) =
1

B(t, t+ θ)
.

En revanche si la maturité θ < 1, on préféra utiliser le taux
linéaire

1

B(t, t+ θ)
= 1 + θL(t, θ).

L’AOA nous donne directement le prix d’une obligation
qui délivre des coupons Ci et un nominal N ,

Ot =
∑
ti≥t

CiB(t, ti) + NB(t, tN ).

5.1.2 Opérations à terme

Un zéro-coupon forward est le prix fixé par contrat en t,
que l’on payera en T pour 1 euro payé en T + θ. Par AOA,

Bt(T, T + θ) =
B(t, T + θ)

B(t, T )
.

Le taux forward de maturité θ est le taux de cette opération
Rt(T, θ),

Bt(T, T + θ) = e−θRt(T,T+θ).

5.2 Les zéro-coupon comme actifs – Consé-
quences sur les taux

5.2.1 Le modèle

On se place dans un espace filtré (Ω,F , (Ft),P). Le mo-
dèle est donné par

dB(t, T )

B(t, T )
= rt dt + Γ(t, T ) ·

(
dŴt + λt dt

)
;

B(T, T ) = 1 ,

où Ŵt est un d m.b. et λt est ce que l’on appelle le vecteur
de prime de risque.

5.2.2 Équation structurelle des taux

Le prix en t d’un ZC est donné par

B(t, T ) = B(0, T ) exp

(∫ t

0

rs ds +

∫ t

0

Γ(s, T ) · dŴs

+

∫ t

0

|Γ(s, T )|2 ds

)
.

En écrivant la même formule pour B(0, t), on peut éliminer
le taux court, ce qui nous donne la relation

B(t, T ) =
B(0, T )

B(0, t)
exp

(∫ t

0

(Γ(s, T )− Γ(s, t)) · dŴs

− 1

2

∫ t

0

(
|Γ(s, T )|2 − |Γ(s, t)|2

)
ds

)
.

On note ∂TΓ(t, T ) = γ(t, T ).

5.2.3 Équations intégrales des taux

La représentation des taux courts forward dans le futur
est donnée par :

f(t, T ) = f(0, T ) −
∫ t

0

γ(s, T ) dWs

+

∫ t

0

γ(s, T )Γ(s, T )∗ ds.

On a donc le taux court, avec la relation rt = f(t, t),

rt = f(0, t) −
∫ t

0

γ(s, y) dWs

+

∫ t

0

γ(s, t)Γ(s, t)∗ ds.

La représentation des taux continus est donnée par :

R(t, θ) = R0(t, θ) −
∫ t

0

Γ(s, t+ θ)− Γ(s, t)

θ
dWs

+
1

2

∫ t

0

|Γ(s, t+ θ)|2 − |Γ(s, t)|2

θ
ds.

5.2.4 Equations différentielles des taux

Le plus facile est d’étudier les taux spots forward, la dy-
namique de f(t, T ) est donnée par

df(t, T ) = −γ(t, T ) dWt + γ(t, T )Γ(t, T )∗ ds.

Soit r(t, θ) = f(t, t+ θ). Supposons f(t, T ) dérivable par
rapport à T , avec dérivée bornée par un processus unif. in-
tégrable.

dr(t, θ) = ∂θr(t, θ) dt − γ(t, T ) dWt

+ γ(t, T )Γ(t, T )∗ ds.

Comme Γ(t, t+ 0) = 0, le taux court a une dynamique de la
forme

drt = ∂θr(t, θ) dt − γ(t, T ) · dWt.
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5.3 Construction de la courbe des taux
Il y a des méthodes d’interpolation pour construire les

points manquants de la courbe de taux. On va voir ici une
construction s’appuyant sur le modèle de Vasicek (1977).

Ici les ZC sont vus comme des produits dérivés, par la
règle d’évaluation risque neutre on a

B(t, T ) = EQ

[
exp

(∫ T

t

rs ds

)
× 1

∣∣∣∣∣Ft
]
.

Le modèle est :

drt = a(b− rt) dt − σ dWt ,

de solution

rt = r0e
−at + b(1− e−at) − σ

∫ t

0

e−a(t−s) dWs.

On peut ensuite donner R(t, θ), voir feuille #1 d’exercices
des taux. Mais on peut aussi trouver sa solution à l’aide
d’une EDP, dont la solution est B(t, r, T ), avec B(T, r, T ) =
1. On montre avec la formule d’Itô et la condition d’autofi-
nancement que l’EDP s’écrit

∂tB + ∂rB (a(b− r)) − 1

2
∂2
rBσ2 − rB = 0.

5.4 Évaluation forward
5.4.1 Évaluation forward sans modèle

On a clairement par AOA en notant Ft(ST , T ) le contrat
forward en t sur S de maturité T :

Ft(ST , T ) =
St

B(t, T )
.

D’où le prix forward,

Ft(XT , T ) =
1

B(t, T )
EQ

[
exp

(
−
∫ T

t

rs ds

)
XT

∣∣∣∣∣Ft
]

5.4.2 Probabilité forward neutre

Définition 5.1 (Probabilité forward neutre). On définit QT
la probabilité forward neutre t.q.

Ft(XT , T ) = EQT [XT |Ft].

On a différentes manières de caractériser QT :
(i) En calculant sa densité par rapport à la probabilité

risque-neutre Q

dQT

dQ
=

exp
(
−
∫ T

0
rs ds

)
B(0, T )

= exp

(
−
∫ T

0

(rs − f(0, s)) ds

)
.

(ii) En écrivant que sous la probabilité QT , la dyna-
mique des contrats forwards

B(t, T + θ)

B(t, T )
= Bt(T, T + θ) est une martingale.

(iii) WT
t := Wt −

∫ t
0

Γ(s, T ) ds doit être un QT mouve-
ment brownien.

(iv) Le taux spot forward est une QT martingale,

df(t, T ) = γ(t, T ) · dWT
t , f(T, T ) = rT .

On rappelle les formules de pricing sous différents numé-
raires, soit un payoff HT et un numéraire NT associé à une
proba risque neutre QN . Sous QN , H

N est une martingale
locale et on a

Ht

Nt
= EQN

[
HT

NT

∣∣∣∣Ft] .
5.4.3 Correction de convexité

Pour les future. A cause des appels de marge des Future
Contracts, le prix en t d’un Future de payoff ΦT à maturité
est donné par

Futt(T,Φ) = EQ[ΦT |Ft]

où Q est la probabilité risque neutre. La correction de
convexité est l’écart entre le prix du Future et le prix du
Forward :

— si les taux sont déterministes, il n’y a pas de diffé-
rence ;

— si les taux sont stochastiques, le prix forward est
donné par

Ft(Φ, T ) = EQT [ΦT |Ft]

= EQ

[
exp

(
−
∫ T

t

(rs − f(t, s)) ds

)
ΦT

∣∣∣∣∣Ft
]
.

5.4.4 Option sur ZC et Caplets

Option sur ZC. On considère un call de strike K et de
maturité TC , sur le ZC B(t, T ), T ≥ TC . Son prix à t est
donné par

Ct(TC ,K, T ) = B(t, TC)EQTC
[
(B(TC , T )−K)+

]
.

Dans le cas où ces volatilités sont déterministes on peut uti-
liser la formule de black,

Ct(TC ,K, T ) = B(t, T )Φ(d+) − KB(t, TC)Φ(d−) ,

avec

d± =
ln B(t,T )

KB(t,TC)

Σt,TC
√
TC − t

± 1

2
Σt,TC

√
TC − t ,

|Σt,TC |2 =

∫ TC

t

|Γ(s, T )− Γ(s, TC)|2 ds.

Au vue de formule la couverture est évidente.
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Caplets. Un caplet de strike K et de maturité T est un
produit dérivé qui garantit la possibilité d’emprunter en TC
au taux Euribor de maturité δ au niveau maximum de K.
Le flux garanti est δ(L(TC , δ)−K)+ en TC + δ.

L’opération est équivalente à acheter en TC une option
de vente sur zéro-coupon de maturité T de strike 1

1+δK , en
nombre 1 +K. C’est donc un Put sur un zéro-coupon.

5.5 Options sur obligations à coupons,
Swaptions

5.5.1 Options sur obligations à coupons

Considérons un échéancier de flux aléatoires , caractérisé
par :

— les dates de tombée des flux, qui sont désignées par :

0 < T1 < · · · < Tn := T

— le flux aléatoire Fi attendu à la date Ti.
La valeur financière en 0 de cet échéancier est donnée par la
somme des flux futurs actualisés, soit :

V0 =

n∑
i=0

F̂iB(0, Ti) ,

où F̂i := EQTi [Fi]. On a alors une option d’achat sur obliga-
tion :

— L’échéance de l’option est TC et son prix d’exercice
K, le prix de l’obligation en TC est noté OTC .

— L’obligation a une maturité Tf > TC .
— Désignons par E l’évènement aléatoire : il y a exercice

à la date TC , i.e. E = {OTC ≥ K}.
La règle d’évaluation des flux aléatoires donne immédiate-
ment le prix de cette option

Call(t, TC ,K, T ) =

d∑
i=1

B(0, Ti)CiQTi(E)

− KB(0, TC)QTC (E).

5.5.2 Les Swaptions

Rappel sur les Swap. Le taux de Swap forward (IRS)
est donné par

δIRSt(T, Tf ) =
1−Bt(T, Tf )∑N
i=1Bt(T, Ti)

.

Posons Levelt(T, Tf ) := δ
∑N
i=1Bt(T, Ti). C’est un porte-

feuille de ZC qui peut-être utilisé comme numéraire. Sous la
probabilité QLevel, IRSt(T, Tf ) est une martingale.

Retour aux Swaption.
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