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Premiére partie

de BS, ramifications,
conventions de marché

1 Formule

1.1 Valorisation sans modéle, AOA

Définition 1.1 (Marché sans friction). C’est un marché o
les différentes hypothéses sont réalisées :

Pas de cotits de transactions'.

Pas de taxes.

Pas d’écart entre prix d’achat et de vente (bis-ask
spread).

Grande liquidité et ordre fractionnable.

Vente a découvert autorisée.

Les participants au marché sont price-takers (prix
exogene).

Définition 1.2 (AOA). L’Absence d’Opportunité d’Arbi-
trage est une situation ot il est impossible de faire un profit
a coup sfr.

Théoréme 1.1. Dans un marché sans friction il y a AOA.

Corollaire 1.1.1 (Unicité des prix). Si deux portefeuilles
conduisent aux mémes flur dans tous les scénarios, alors ces
deux portefeuilles ont méme priz o toute date intermédiaire.

On définit le prix a terme Fi(S7,T) comme le prix a ¢
pour avoir un flux S7 en T, dont le prix est payé en T.
On définit le prix comptant C;(S7,T) comme le prix a ¢
pour avoir un flux S en T, dont le prix est payé en t.

Exemple 1.1. Si S; est un actif négociable qui ne verse
pas de dividende on a S; = C(S7,T). La preuve vient du
Corollaire 1.1.1.

On note B(t,T) le prix comptant? en t pour avoir un
flux de 1€en T, on a donc,

Fi(Sp,T) B(t,T) = Ci(Sr,T).

On rappelle qu'un call (respectivement un put) est un pro-
duit qui nous rend possible l'achat (respectivement la vente)
d’un sous-jacent S au prix K a la date T'. On a les relations,

C'CL”T(T7 K) =
.P’UifT(T7 K)

(Sr—K)*; (1.1)
(K — S7)*. (1.2)

Théoréme 1.2 (Relation parité call-put). Sile sous-jacent
S ne délivre pas de dividende,

Cally(T,K) — Put,(T,K) = S;— KB(,T). (1.3)
Démonstration.

Callp(T, K) — Putr(T,K) = (Sp—K)©™ — (K —Sy)*
= Sr—K.

Donc a t,

Call(T,K) — Put,(T,K) = S, —KB(t,T).

Proposition 1.3. On a les propositons suivantes :
(Z) C’allt(T, K) < Ot(ST7T).
Cally(T,K) < Sy si le sous-jacent ne verse pas de
dividende.
(i) Cally(T,K) > (S; — KB(t,T))".
(iii) Cally(T,K) est convexe en K.
(i) Cally(T, K) est décroissant en K.

Théoréme 1.4. Les call-put forment un systéme générant
les priz d’options vanille de flux h(St) pour les fonctions
payoff h-smooth. Pour tout xg € Ry,

Cy (h(Sr),T) = /Ooh”(k;)Callt(T,k) dk

+ / R ) Puty(T, k) dk
0
+ h/(l‘o) (Ct(ST, T) - moB(t, T))
+ h(zo)B(¢,T). (1.4)

Démonstration. Soit I = f;: R'(k)(z — k)T dk +
Jo 00" (k)(k — 2)* dk. Pour x < z0 on a,

I =0 +/ (k) (k — ) dk
= W~ [ ) d
= h(xz0)(wo — ) — h(xg) + h(z).
On a le méme résultat pour x > xg. 0

Remarque. En prenant xg := Fy(S7,T) et si le sous-jacent
ne verse pas de dividende on a une formule simplifiée.

1.2 Espérance des flux actualisés

On se donne Cy(¢1,T) comme une espérance (pour la
linéarité) avec une pondération positive L,

Cotpr,T) = E [wTLTe— I Tsds:| 7
ou r; est le taux d’intérét de placement de cash a la date t.
On a par définition Cj (efoT rods T) =1, il faut donc satis-

faire la condition E[Ly] = 1. Ly est un bon candidat pour
un changement de probabilité :

Q(4) =

D’ou Co(¢r,T) = Eg [¢Te_ Jo “ds] On souhaite que si S
ne verse pas de dividende que Co(St,T) = Sy, donc

E[14Lr].

Sy = Eg [STe—foT“dS}. (1.5)

1. On pourra considérer que ce point est réalisé quand le prix du produit est bien supérieur au cout de la transaction.

2. On appelle cela un zéro coupon.



Remarque. On verra plus tard que la mesure Q s’appelle la
mesure martingale, ou bien de risque neutre.

Pour le prix d’un call on a,
Eq [(ST ~K)yte I d} .

Proposition 1.5 (Breeden—Litzenberg).

Callo(T, K) = (1.6)

Ok Cally(T,K) = —Eq [1ST>K6— 5 d} _
1.3 Calcul effectif dans le cas log-normal
(BS)

Théoréme 1.6 (Formule de Black & Scholes). On a le mo-
dele sous Q du sous-jacent : S = Soe(r’%‘72)T+UWT, ou W
est un mouvement brownien, r le taux d’intérét sans risque
(constant) et o la volatilité du sous-jacent. Alors,

Callo(T,K) = So®(dy) — Ke "T®(dy) ; (1.7)
1 So 1

d = U\F ( T) + iaﬁ; (1.8)

d2 = 1 — O'\/>. (19)

Démonstration. On a,

St > K
1 Ke™ T 1
Z 1 = = —
& >aﬁn( % >+20\f do
D’ou,
Cally(T,K) = Eq [(Soe(?“—%*)“”ﬁz — K) 11Z>_d2}

_ 5 o3 (E=oVT) 4,

V2r

KefrT e’} 7é 4
_— e xZ.
V2T

Dans la premiére intégrale on fait le changement de variable
y=x—oVT, et on note dy ::d2—|—a\/T.
o0
So 2

Callo (T, K) = \/?
m

dy

K\/T / Z
= So®(d1) —

1.4 Calcul des grecques
Proposition 1.7. Dans le modéle de Black € Scholes on

trouve des formules explicites de grecques.
AC
re =

®(dy1)

Démonstration.
c , ady
A = (I’(dl) + So® (dl)i (1.10)
05y
0dy
— Ke ™ (dy) w. 1.11
e ( 2)85*0 (1.11)
On a % = %, il suffit donc de montrer que :
So®'(dy) = Ke "' (dy).
Or,
az 2
Spe 2 = Ke ™ e =
rT d2 _ d2
. - exp( E 2)
On voit aisément que :
2
#-d3 = di — (d—oVT)
= 2d10’\/T — O'2T
S
= 2 (ln (K(')) + rT)
SoerT
= 21
(%)
O

1.5 Volatilité implicite BS

Dans la formule de Black & Scholes on a tous les para-
métres disponibles sur la marché excepté la volatilité o. La
question que I'on va se poser dans cette section est donc du
choix de o.

1.5.1 Meéthode historique (statistique)

On suppose que nos observations suivent le modéle log-
normal pour les sous-jacents, on a donc

St 1
() - (i

D’ou,

) (ti+1 — ti) + 0'(th+1 — Wtb)

St 1 1, ;
ln<5ti>\/mNN<(r20 Viigr — tiyo? ),

et la moyenne de la gaussienne est approximativement égale
a zéro en haute fréquence. On a donc une observation d’un
échantillon gaussien indépendant de loi N'(0,02). L’estima-
teur naturel de la variance est,

n S ‘ 1 2
2 = <1n ( Lt > > .
" ; S, ) Vit —

Remarque. On a pas forcément la méme probabilité d’obser-
vation, en particulier le paramétre r est en fait un p différent.
Mais cela n’a pas d’importance puisqu’on considére ensuite
que la moyenne est nulle en haute fréquence.




On retient deux problémes principaux avec cette mé-
thode :
— les données sont non stationnaires, notre estimation
dépendra fortement de la fenétre de données;
— il existe sur le marché les prix des call-put, informa-
tion que l'on exploite pas ici.

1.5.2 Volatilité implicite

L’idée est qu’il existe les prix de marché?® Call}! (T, K)
pour plusieurs (7, K). On cherche donc o compatible avec
ces données de marché.

Définition 1.3 (Volatilité implicite). La volatilité implicite
o1(T, K) pour la maturité T et le strike K vérifie

Call®5 (T, K, Sy,01(T,K)) = Call™(T,K).
Lemme 1.8. La volatilité implicite existe et est unique.

Démonstration. Les prix de marché sont dans la borne d’ar-
bitrage qui est [(So — K~"7)*, Sy]. Et on bien,

Call?® —— 5,
o —00

Call?® —— (Sy— Ke ™)™,
o—0

Et de plus o — Call®¥ est continue et croissante (v(C) > 0)
ce qui termine la preuve. O

Remarque. En pratique le calcul de oy est fait par méthode
de Newton.

Si le modele de Black & Scholes était bon on aurait
(T,K) — or(T, K), on observe pourtant a T fixé un smile
sur les marchés FOREX, un skew positif sur les matiéres
premiéres et un skew négatif sur les indices et actions.

En fait il faut voir la volatilité implicite comme une grille
de lecture des prix, on peut comparer les prix en se ramenant
“au méme strike”.

2 Calcul d’espérance — Prix dans
d’autres modéles

2.1 Modéle log-normal décalé

Définition 2.1 (Modéle LND). A taux nul, r = 0, on a le
prix d’un actif au temps T :

St = (S+a)erVreT _

a,

oua€R, 0>0,S5)+a>0.Il faut interpréter cela comme
St + a qui suit un modéle log-normal.

Définition 2.2 (Volatilité instantanée). La volatilité ins-
tantanée o; au temps t est définie par :

St+At - St

O'tAWt = S
t

3. On note Call™ pour market.

Proposition 2.1. La volatilité instantanée au temps t est

o = —Sga .
Démonstration.

s Styar— St

O' f—
t St
_ (Siparta) = (S +a)
St

_ Se+1 (60Wt+At7%02(t+At)faWt+%o2t _ 1)
Sy

_ Sp+1 (eoAWt—%azAt B 1) .
Sy

Comme At — 0 on a eAWi—30°At _ 1 ¢ o AW, + o(AW,).
Ce qui termine la preuve. O

Théoréme 2.2 (Prix de call). Le priz de call de strike K
et de maturité T dans le modéle log-normal décalé est donné
par

Call"NP(T K, Sy,0,a) = Call?(T,K + a, Sy + a,0).

Démonstration.

Call*NP (T, K, Sy, 0, a) Ele™ (St — K)7T]

= E [efrT((ST +a)— (K +a)*].

Or St + a suit une dynamique Black & Scholes avec comme
constante devant I’exponentielle Sy + a. O

Théoréme 2.3 (Asymptotique des volatilités implicites).
La volatilité implicite dans ce modéle a une valeur et une
pente explicite & courte maturité et a la monnaie :

(Z) limT_m O’[(T7 So) = qu—‘gaa =09,

—ao

(Z’L) limT_>0 3KU[(T, SO)|K:SO = ﬁ = %8500'0.

Démonstration. On a par définition de la volatilité im-
plicite Call"VNP(T, K, Sy,0a) = CallP%(T,K, Sy, 0;7) =
CallBS(T, K + a, Sy + a,0).

(i). Lorsque K = Sy et T — 0, Call®S(T, K + a, Sy +
a,0) T——>O> 0 et donc nécessairement v7To; a une limite,

et cette limite est 0. On fait donc un développement limité
autour de 0 sur ®. En réarrangeant les termes on obtient,

(So + a)$(0)oVT(1 + o(1)).

Ce qui prouve bien que oy(I,Sy) —— 0%.
T—0 0

Sod(0)orVT(1+0(1)) =

(ii). On a d’un coté

aKCall(T, K, O'I(T, K)) = 8K0all(T, K, O’])

a
+0,Call(T, K, az)(%
= —&(d\(T,K,Sp,01))
o
+S0VTO (T, K, S, 01)) 5.



De l'autre coté on a
OxCall(T,K +a,0) = —9(d(T,K +a,Sy+ a,0)).

On a de plus So = K et T'— 0 on fait donc un développe-
ment de Taylor au premier ordre autour de 0,

1 80‘] 1
- So — T = - T).
201+ 0 5% K:SO—&-O(\F) 20+0(\F)
Donc,
da1 ., Lt 1
OK |,_g, 10 So\2° 27
., L ( Sota
T—0 259 7 So 7
_ ., _aeo 1090
T—0 258 _2850.

O

Ce qui nous permet de calibrer le modéle, i.e. d’adapter
le o et a.

2.2 Modéle de Bachelier

Définition 2.3 (Modéle de Bachelier). Dans le modéle de
Bachelier le prix des sous-jacents suit un modéle gaussien,
i.€.

St = So + O'Wt.

Théoréme 2.4. Dans le modéle de Bachelier le priz d’un
call de strike K et de maturité T est donné par

Sy — K
Call®(T, K, S, = (Sy— K)®
a ( 00) (0 ) <a\/T)

—i—aﬁqﬁ (SZ\;TK> .

Théoréme 2.5. En posant o = o858y, a la monnaie on
a

Call® — Call®$ T (o7%)"
CallB - 12

2.3 Modéle d’actifs négociables de Merton

Définition 2.4. N est un processus de Poisson d’intensité
A Y = (Y;,i>1) iid de loi log-normale t.q.

2
n(1+Y; ~ N (ln(l +m) — O;,oz2> ,

avec m > —1 et a > 0. N et Y sont indépendants et on

définit

Ny
) | (R

i=1

S, =

Entre deux sauts on a un mouvement brownien géomé-
trique, le temps entre deux sauts suit une loi exponentielle de
parameétre \ et au moment du saut on a un saut log-normal.

Proposition 2.6. E[S;] = Spe™ ssi p =1 — Am.

Théoréme 2.7 (Formule de Merton). Le priz d’un call dans
la formule de Merton est donné par

T)k ?
Z e_ATi(/\k') -Call®(So(1+m)*e™ ™ T, K,0° + %k)
k>0 ’

2.4 Pricing en Fourier

Il y a en réalité peu de modéles ot 'on peut calculer ex-
plicitement E[(S; — K)T]. Par contre dans beaucoup de cas
on connait la fonction caractéristique E [ei“Xt]. On va voir
dans la suite comment utiliser cette fonction pour pricer un
call.

On suppose connue la fonction caractéristique de X; =
In(Sie~"t) :

p(z) = Ele*V]

Théoréme 2.8 (Formule de Carr-Madan). On pose
C(k) :== e "E[(eXTt — eF)F], k € R, et 2(k) = e**C(k)

avec 0 < a < p—1 ou p est le nombre de moments finis de

, ze€C.

S;. Alors
2u) = / e"F 2 (k) dk
R
— e(iqua)'r‘t W(ZU’ +oa+ 1)
(tu+ a)(iu+a+1)
et,
Clk) = e ok / e ik Plutatl)
R 27 (lu+ a)(iu+ a+1)

Démonstration. Prouvons l'intégrabilité. Lorsque k — —oo,
C(k) tend vers une constante et on a donc bien C(k)e** €
L'(R). Voyons en +o0o0,

C(k) < e TR [ert+Xt 167Tt+xt Zek}

e TR |:ep(rt+Xt)ef(p71)k:| ,

IN

p>1,

intégrable si E[SF] < co. Dot C(k) < ce”P=Dk+ak inta
grable si & < p — 1 et le moment d’ordre p de S; existe.
Démontrons la formule.

2(u) _ /e(iu-i-a)k—rtE[(eXt-i-rt _ek)-i-] dk
R

Xi+rt )
/ e(zu—i—a)k-{-Xt dk

— 00

Xi+rt ]
o / e(zu+a+1)k77‘t dk

— 00

= E

o(iu+a+1)
(iu+ o)(iu+a+1)

_ e(iu+a)rt

e iU

5—2(u) du. O

Ensuite C(k) = e “*z(k) = e % [



Théoréme 2.9 (Formule de Lewis). On a la formule d’un

call,
e—rT]E [(eXT—i-rT o K)+]
1 e(%fiu) ln(Ke_TT) 1
- Zagu) d
=50 o I <p<2+zu> u

Démonstration. On rappelle la formule de Parbeval pour

(fr9) € L' x L2, [ fle)g(e)dz = 5 [ f(w)g(u)du. On
a aussi la relation (r — K) = 33 — min(z, K) Donc,
Ele~"T min(e"T+X7 K)) [ f(x)g(z)dz, avec f(z) =

e T min(e — rT 4z, K)e 2% et g(x ) = e27p(x), ol p est

la densité de Xp. En calculant g(u) et f(u) puis avec
la formule de Parseval et enfin le fait que Call(Sy, K) =
Co(St,T) +Co(min(St, K),T), on trouve la relation. [
—_———

=S5

2.5 Comportement des vols implicites dans
les ailes

On prend les notations suivantes
— By = e 7T le facteur d’actualisation
— Fy = S° le prix forward sans dividendes

— r= ln + lalog moneyness, donc K (z) := Foe®
— I(z) la vol implicite a la moneyness .
On a donc dans un certain modéle
C(K(z)) :=

BoE[(ST — K (2))™].

Lemme 2.10. Pour tout p >0 et K > 0,

+1 p
< BoE[ST }< p ) P
p+1 p+1

Démonstration. Pour tout S > 0 on a

Sp+1 D P
— ) K7,
p+1 <p+1>

en effet les deux membres on méme valeur et méme dérivée
au point K21 mais le membre de droite a une dérivée se-
conde positive. Comme le membre de droite est positif on
peut remplacer le membre de gauche par (S — K)*. Enfin
on remplace S par St, on prend I'espérance et on multiplie
par By pour avoir ’expression. O

C(K)

S—-K

Corollaire 2.10.1. Si
O(KP) lorsque K — oo.

E[SET] < oo, alors O(K) =

Lemme 2.11. Pour tout p > 0,

BoE[SPH] = / p(p+1DKPC(K) dK
0

Démonstration. On applique le Théoréme 1.4 avec zg = 0
et h(x) = zPTh. O

Lemme 2.12 (Inégalités de Mills). On note @ la fonction
de répartition de la gaussienne centrée réduite, alors pour
x>0
1,.2 1,.2
e 2% x e 2% 1
— < P(—2) < —.
Vor a2 4+1 — (-2) < Vor @

Lemme 2.13. Pour x grand,

1@ < 28
et on a
(i) Blz) == TDT ¢ [0,2];
(ii) Br < 2.

Démonstration. Comme le vega est positif, cette preuve re-
vient & montrer que

CPi(I(x)) < CBS< 21;")

pour z grand. Le membre de gauche tend vers 0 lorsque
x — 00. Montrons alors que le membre de droite est stricte-
ment positif.

CBS< 2'}”) = BoFy (2(0)— " (—v2x))

1
— S Boko,
T—00 2
grace au Lemme 2.12. O
Lemme 2.14. En posant
1 B
fe(B) = B+Zi1’
on a
CPS(1(x) = BoFo® (—\/af (3(x))

—ByFpe®® (— a:f+(5(w)))

Démonstration. En effet,

4 - x 7I(x)\/T

I(zx)VT 2

e

1

—Vx - 1.

»Mm

O

Théoréme 2.15 (Aile droite, z — o0). Soit p := sup{p >

0:E[SPT] < 0o} et B := limsup,_, ., r \(fl . Alors

(Z) BR € [0’2] ;

(ii) p= 55 +%R—%.
Théoréme 6 (Aile gauche, x — —o0). Soit ¢ =
sup{g > 0 : IE[ 1 < oo} et B := limsup,_, . Izl(;‘)T
Alors



(Z) ﬁL S [072] ;
(ii) §= 55—+ 5% — 3.

Démonstration. Le Lemme 2.13 implique que Sr € [0,2].
On doit montrer que p = # Pour tout § €]0,2[ on a,

)
)

—CIT

€

ons (/%)

Pour prouver que p < I (251?,)’ on note que f_ :]0,2] —
[0, 00| est strictement décroissante. Il suffit donc de montrer
L8 < 5 onafr < f On

0 pour c >

|~

oo pour ¢ < 5

que pour tout 8 €]0,2[ avec

choisit p € }f’T(m,ﬁ{, on a par le Corolaire 2.10.1, lorsque
T — 00,

_CPI@) 0™
o ()~ (9

Et vega positif donc lorsque = grand, g(z) < 3.
< f- (BR)
)

— 0.

Pour prouver que p , il suffit de montrer que

pour tout p € }0, f’z(ﬂ) [ on a ]E[Silﬁp] < 0. On choisit g

t.q. Q= f72(6) € }p, f*(fR) [ Pour z assez grand,

C(K(z)) _ CP5(I(x))
e—Qz e—Qz
o (/%)
< e— QT T—00 0.

11 existe donc K, t.q. pour tout K > K, on ait C(K) <
K~9. Et donc,

E[SPH = Bgl/ p(p+1)KP1C(K) dK
0
K,
< plp-1)B;* KP7'C(K) dK
0
oo
+/ Kp1-@ dK)
K.
< 0o0.
Ot on a utilisé le Lemme 2.11. O

3 Couverture des risques : cas va-
nille en dim 1 avec MBG

3.1 Autofinancement, couverture

mique

dyna-

Définition 3.1 (Call). Droit d’acheter (mais pas l'obliga-
tion) un actif négociable S sur le marché & K Euros (K le
prix d’exercice, strike) a la date future T fixée (échéance,
maturité).

C’est équivalent a recevoir un flux (Sr — K)*.

On note deux problématiques :

— Quel est le prix de tel contrat optionnel (ce qui dé-
termine le montant de la prime que 'acheteur doit
verser au vendeur a la signature du contrat) ? C’est
la question de valorisation.

— Quelle attitude doit adopter le vendeur une fois qu’il
a vendu un tel produit et ainsi endossé (a la place
de lacheteur) le risque d’une hausse du titre & ma-
turité 7 C’est la question de couverture du risque de
marché.

Dans le modéle de Black & Scholes on va se donner une
méthode pour couvrir dynamiquement son portefeuille. Une
stratégie simple de portefeuille investi dans le titre .S et dans
le cash S§ = e est la donnée de deux processus (6°(t), d(t))
de la forme

6(t) = dolpoey+ -+ 01y, 4,1(0)
et de maniére analogue pour 6°. La valeur liquidative du
portefeuille & la date t est :

Vi = &1)SY + 5(t)S;.

La convention veut que (6°(t),d(t)) sont respectivement le
nombre de cash et de titre.

Proposition 3.1. Pour t €|t;_1,t], intervalle sur lequel
50(t) et §(t) sont constants, la variation de la valeur de por-
tefeuille s’écrit

Vi =Ve = 00(Sh — 57) + 6 (Sh, — 51)

— /t 6%(u) dSY + 6(u) dS,.

tr

On veut que le portefeuille soit autofinancé, ce qui nous
donne la condition :

Sp_1Sp +6k-1Sy, = OpSE + oS,

Définition 3.2. La valeur d’un portefeuille autofinangant
a pour dynamique

t t
Vi = W —|—/ rV, du+/ 0(u)(dS, — rS, du).
0 0

Remarque. En effet (V;); est déterminé par Vj et §(u) étant

donné que la part du cash se déduit de §°(t) = %@St et
t
0
ensuite on a d;)“ =r du.

Le vendeur de l'option doit déterminer une couverture
(6(t))¢ et une richesse initiale Vj tels que

dVi = rViydt + §(¢)(dSy — rS; di)
avec une erreur de couverture nulle définie comme

Er = VT — h(ST),

ou h est le payoff.



3.2 Résolution par équation aux dérivées
partielles

Théoréme 3.2. Soit h une fonction mesurable pour laquelle
IEDP ci-dessous admet une solution régulicre v(t,x) sur
10, T[xR%.

=0

102020, (8, @) + ravg (t, 2) + vi(t, z) — ro(t, z)
= h(z)

(T, x)

Alors le fluz h(St) est duplicable par un portefeuille auto-
finangant, dont la valeur & la date t est v(t,S;), et celle du
portefeuille de couverture 6(t,St) = v, (¢, St).

Démonstration. On écrit ’égalité entre 'EDP précédente et
la condition d’autofinancement, et on identifie §(¢) par le
seul élément en d.S;. O

3.3 Delta-Hedging a temps discret

La réplication parfaite sans risque résiduel suppose entre
autres le rebalancement en temps continu du portefeuille. Ce
qui est impossible en pratique. On rebalance donc & temps
discret et si la fréquence en grande, le tracking error “doit”
étre petit.

Prenons le cas du call. On a §(t) = C,(t,5:) = ®(dy),
avec les dates de rebalancement 0 =: tg < --- <ty :=7T.0On
a donc 6; = Cy(ts, Sy,) pour t €]t;,t;11] et un portefeuille
résultant VY. On rappelle le tracking error :

o= VN - (Sp-K)T

Théoréme 3.3. E[|c)|?] ~ £ lorsque N — oc.

3.4 Couverture en Delta-Gamma a temps
discret
3.5 Raffinements supplémentaires sur la

formule de BS

On étant les résultats précédents aux titres délivrant un
dividende. Détenir S pendant dt¢ rapporte S x g x dt.

Définition 3.3. Une portefeuille autofinangant investi dans
le cash et le titre S (versant un dividende continu de taux
g par unité de temps) a a la date ¢ pour valeur liquidative
Vi = 89(¢)SY + 5(t)S; et sa dynamique est

t
i = W +/ 6% (u) dS2 + §(u)(dS, + ¢S, du)
0

t t
= Vo+/ Vi du+/ 5(u)(dSy + (g — )8, du).
0 0

Théoréme 3.4. Soit h une fonction mesurable pour laquelle
IEDP ci-dessous admet une solution régulicre v(t,x) sur
10, T[xR%.

{ 102020, (8, @) + (r — q)avg(t, z) + v (L, ) — ro(t,z) =0
o(T,z) = h(zx)

Alors le fluz h(St) est duplicable par un portefeuille auto-
financgant, dont la valeur & la date t est v(t,St), et celle du
portefeuille de couverture §(t,St) = v, (t, St).

Théoréme 3.5. La fonction prix d’un call de maturité T
et de strike K sur un titre versant un dividende au tauz
continu q est donné par

Ct,z, T,K) = ze 1T (dl(T —t, zeTm DT =1 K))
—Ke """ <d2(T —t, x0T K))

De plus cette option est couverte par un portefeuille qui
contient

6(1) = 1T (dy (T — t,we 0T K))

parts de titre S.

On peut aussi valoriser des options binaires, i.e. des
contrats dont le flux en T est de la forme

— l{s,>ky pour les BinC;

— Iy, <Ky pour les BinP

Théoréme 3.6. On a
BinC(0,z,T,K)
BinP(0,2,T,K) =

-9k C(0,2,T,K)
Ok P(0,z,T,K)
Démonstration. En effet

BinC(0,z,T,K)

Ele™ " 1{s,>x)]
= —E[e_TTé)K(ST — K)—w
—0kE[e™T(Sp — K)*]

= 0xC(0,z,T,K).
O
Lemme 3.7. On note v =1 — q le cout de portage
(i) Symétrie call-put on a
Clt,ze TV T K) = P(t,Ke T8 T z);

(i) Homogénéité, pour tout X > 0,
Clt, \x, T, \K) = MC(t,z,T,K).

3.6 Options barriére

On a par exemple un Down-In Call (DIC) donne le droit
a son détenteur d’acheter le titre en T au prix K (call) et
son droit est activé seulement si le titre descend (In) en des-
sous d’une barriére basse D (Down) pendant la durée de vie
du contrat. Son exercice revient a recevoir un flux égal a
(St — K)+1{TD§T} ouTp = inf{t >0:5: < D}

En combinant up/down, in/out, call/put on a huit va-
riantes possibles.

Une relation claire d’AOA :

DOC:+ DIC, = (.

Une autre maniére de classer les options barriéres consiste a
regarder leur payoff & la barriére.



— Si celui-ci est nul ce sont des options dites regular.
C’est par exemple le cas pour des DOC/DIC avec
K > D.

— Les autres sont dites reverse et sont beaucoup plus
dures & couvrir.

On peut calculer explicitement les prix a 'aide de v =
2v

o2
Théoréme 3.8 (DIC regular dans le cas r =¢). Six < D
loption est immédiatement activée et se transforme en call :

DIC(t,x,T,K,D) = C(t,z,T,K).
Sinon on a
K D?
DIC(t,$,T,K7D) = EP(LZC’T’?)
Kx
= C(t, D, T, —).
(7 s Ly D)

On adopte donc une couverture semi-statique :
— tant que S, < D, on achéte % puts de caractéristique

(T, %),
— a lactivation on achéte un call de caractéristique
(T,K).
En effet & t = 7p je vends % puts achetés en t = 0,
K D?
VL = 5P(Td,STD :D,T,?)
= C(TDaDaTaK)v

la condition d’autofinancement est satisfaite.

Regardons le prix de ces options dans le cas général :

— si z < D, activation immédiate et le DIC est équi-
valent & un call ;

— si * > D, la valorisation va passer par celle
des BinDIC, de payoff 1is,>x}l{rp<r}. En effet
s>k rp<ry = =0k ((S7 = K) iz, <ry)-

Proposition 3.9. On a par AOA et avec la relation précé-
dente

BinDIC(0,2,T, K, D)

~0xDIC(0,2,T, K, D).

Lemme 3.10. Soit un titre S suwivant une dynamique BS,
on a S7 est un mouvement brownien géométrique sans drift.

Et par conséquent S” a un cout de portage nul.

Démonstration. Ona Sy = Spexp (((r — q) — 30*) T + ocWr),

d’oll
Sh = So exp (((r —q)p — ;p02> T+ pJWT>

_%p2027 et Y
O

On cherche p t.q. (r — q)p — %pUQ
convient.

Théoréme 3.11 (DIC regular, x > D). On a les fonctions
de prixz des BinDIC et DIC :

-1
DIC(t,z,T,K,D) = (%)7 C(t,D,T, %).

10

Démonstration. On va calculer le prix d’un BinDIC,

BinDIC E [67TT1{3T>K}]]‘{TD<T}]

E {E*TT]l{sbm}]l{inft ngm}}
BinDIC(S], 07, D7, K")
sans cout de portage
—0xDIC(Sy, 07, D", k)|r=k~
So
ﬁ)‘k:Kw
So
D)

S’Y
)

E {eirTﬂ{DZK%l}} .

—0,C(D", T, k
S—gBinC(D‘* T, K"
D,Y ) b

5 Ele"T1

N
~0
DY
So
D

4 Couverture des risques : la cas gé-
néral multi sous-jacents dans un
marché mono-devise

4.1 Modélisation du marché

On fait I’hypothése d’un marché d’Ito, i.e. (Wl, A VAV’“)
est un k£ m.b. 1L décrivant entiérement 1’évolution de 1’éco-
nomie/du marché. (Q, F,P) est un espace de probabilité ou
P désigne la probabilité historiques (scénarios réels). La fil-
tration JF; est la filtration ambiante des m.b. elle traduit 1’in-
formation de marché. On fait aussi ’hypothése d’un marché
dans friction.

Les actifs négociables sur le marché sont :

— Un actif sans risque qui rémunére les liquidités au

taux (ry, t > 0), ou r; est un processus (F;)-adapteé.
Donc

ds?

W :’I"tdt 54 SP :efotrsds.
t

— Des actifs risqués au nombre de d,
k

ppdt + > o

Jj=1

dsi
St

HOEUAS

avec i € [1,d].
Le lecteur peut se demander quel est le lien avec la vo-
latilité de S? et les corrélations avec S?. On note le vecteur
de volatilité



et la volatilité de S?,

@) = Dl
J
On pose
[5 29 i,
o 2T
then 95 = pidt + |o%(t)|dB;. B® est une intégrale sto-

S
chastique. C’est aussi une martingale (locale), et

/z

Donc d’aprés le théoréme de Levy de caractérisation du
mouvement brownien, B* est un m.b.
On a aussi la corrélation :

S ‘

lot(s)

cor [ 45 dsf\ . (dBj,dB])
S SJ dt
‘0 o))
_ e W Toy AW
at
_ o'()-o’(t)
|o* ()l]o7 (2)]

4.2 Portefeuille autofinancant

Le vecteur d’allocation donne le nombre d’actifs en por-
tefeuille & chaque date ¢

Ot

(69,8},...,09).

La valeur liquidative du portefeuille est donc

d
> 6isi,
1=0

avec 0.9} le montant en $ investi en S¢. De plus ’hypothése
d’autofinancement nous donne

d
> 6ids;.
=0

Or dS? = SYr;dt, on peut donc mettre le cash de coté en

écrivant,
< ) a
d

reVedt + > 61 (dS) —rSidt).

i=1

d . .
> sidS +

i=1

d

V=Y 61

i=1

dVy

11

Avec les formules d’Itd on a aussi

d (67 Jors dSVt) e~ Jorsds (dVy — Vi de)

(et onsy)

D’ou finalement,

d (effg T dsvt)

e~ Jorsds (dS; — reSp dt) .

d
S sid (e* Jo s dssg‘) .
i=1
On peut aussi écrire vectoriellement
d‘/t = Tt‘/;gdt + ((SS)t . ((ut—rtl)dt—l—atth) .
Exemple 4.1. On souhaite couvrir fOT lo? |2

% :/,Ltdt + O'%Sth, et U%S = ()
La volatilité apparait quand on écrit

dt, avec ry = 0,

dsS; 1d(S)+
dln St ?f — 5 St2 5
ot d(S); = |o|>S? dt. On a donc
1 [T dsS; St
- dt = — — In—.
2/0 |Ut| A St SO

Le membre de gauche est couvert dynamiquement avec
0y = 5 et le membre de droite se réplique statiquement
avec la formule de Carr—Madan.

4.3 Absence d’opportunité d’arbitrage

On fait 'hypothése qu’il y a AOA entre les portefeuilles
admissibles.

Théoréme 4.1. (i) Un portefeuille admissible sans
risque a nécessairement un rendement ry.
(i) Il existe un vecteur aléatoire \; de dimension k
(=dim W) t.q.

Tt]_ + Ut>\t~

Mt
On appelle M\; la prime de risque.

On réécrit donc,

AV = rVidt + (89); - oy (dWy + A dt) ;
———
=:dW;
d (e— Jo s dsvt) = e A (58), - oy (AW + A dt).
———
=:dW,
On a donc W, = W, +f(:‘ d;: =r.dt + ol dW;. On
se propose donc un changement de probabilité
@)\lj:t — JEX AW =3 [F X% ds P\]—}
— L
On a donc pour tout ¥ € Fy,
Egaly] = Ep[L{).

Et par consequent grace au théoréme de Girsanov :
— e o 457/, est une intégrale stochastique en dWV.



— W est une P-m.b. Lemme 4.5. Soit U,V deux processus d’Ito réels, on a les

— W est une Q*-m.b. regles de calcul
Corollaire 4.1.1. Si l’actualisation de V; est une Q* mar- d(UV,) = UedVy + Vi dU, + d(U, V), ;
tingale, alors dUVy) dU¢ n dvi n <dU dV> )
e~ fot Ts Cls‘/;6 _ EQA [6_ f(JT T dsVT |J—_'t:| , Ut‘g Ut V;& U 1% ¢
di¥) due Ay v dU  av
et si V réplique un flux yr en T, alors % U - A C\NV'U vV t'
— trg s _ — Trs s
e Joredoy, = Egx [e Jo re dsqp, |]:t} , Corollaire 4.5.1. Le vecteur de volatilité de SX = % est

égal au vecteur de volatilité de S moins celui de X.
On appelle Q* la probabilité de risque neutre. Et comme on

. Démonstration. On a dS—St’ = o7 dW, + -dt et d))((: _
; oX dW; + -dt. D’ou
dS; i i
Z = Tt dt + Oy th 5
S ds _ LSt _ % 4 . dt
sx 5 Xy

on en déduit que e~ Jors 458 est une Q* martingale. En ef- R
fet pour les portefeuilles de réplication, la régle de pricing = (of —op)dW, — -dt.

Ega[...] en dépend pas de . .

4.4 Marché complet On pose maintenant @IE = H;Q|#,, ot Hy est une mar-

Théoréme 4.2. Si o est inversible (k = d), alors A est tingale sous Q, Ho = 1.

unique. St de plus A est borné et si E [e‘cfot s ds} < o0, Ve, Proposition 4.6. (i) Eq[|Z]] < o0 & Eq HHLH < oo
t

alors pour tout flux Ywp € Fr de carré intégrable sous P, il = z 1

existe une stratégie admissible de couwverture (8;); et (1) Bayes : Eg {E‘ ‘Ft] = EEQ[ZU:t]' }

. (ii3) My est une Q martingale < ]I\f—: est une Q martin-

Vi = Eg [eft T dsi/)t‘]-}} . gale.
Proposition 4.3. Les portefeuilles admissibles avec actua- Théoréme 4.7. (i) Siona

lisat td tingales.
isation sont des Q martingales o~ iy,

X
En fait dans I'univers on a PP la probabilité historique et Ly = Xo
Q le noyau de pricing. L JieXawa—t flleX | as
4.5 Changement de numéraire une Q martingale > 0 et L§ = 1, alors WX :== W, —
to x\T X S OX . 71X
Définition 4.1 (Numéraire). Référence monétaire en $ Jo (03) " ds est un Q 'm'b'dg“ Qr =L Q-
dont le niveau X évolue comme une processus d’Ito. (it) Si S a une volatilité o° et St =redt + op AW,
alors

Dans un X-marché, si S en $ alors son X prix est %

ds¥ s x
= (o7 — o7 ) dW; (4O dt
On fait ’hypothése que le numéraire évolue de la fagon S ( ! t ) : )

suivante

AX et SX est une QX martingale.

t X X 11i

— = dt dW;.

X He t i t Démonstration. O
Proposition 4.4. (i) La notion d’autofinancement est Corollaire 4.7.1. On suppose que V couvre i,

inwvariante par changement de numéraire,

e*fof’rsds‘/t EQ |:€7f0TT5ds’l/)T‘ft:|
d (V*> = (8...60)d <5t>
Xt t t Xt ) e~ fot T dth [ e~ fOT Tsdsy}T
Eq

N Xo — Ji reds Xz
ot Sy = (SY...9HT. € Xo
(i) S’il existe un arbitrage dans un numéraire, alors il

. . Lo —J§rsds
existe aussi dans d’autres numeéraires. & VX =Eox [ | F], avec L¥ = <07 —Xe,
t Q T ) t Xo

.

12



4.6 Applications
4.6.1 Formule de Black

Théoréme 4.8.

4.6.2 Portefeuille Markovien

Théoréme 4.9 (Forme générique). On suppose que les pro-

duits qui permettent de se couvrir suivent la dynamique
ds;
S

= rdt + o'(t, ) dW;

sous Q. Le cash a un taux déterministe (ri):, et on a un fluz
en T, ¥(ST) suffisament intégrable. On suppose aussi que
dim(W) = dim(s) et
0'1 (t, St)
U(t, St) =
(Td (t, St)
est inversible. Alors

(i) Il existe une portefeuille de couverture.

(ii) Vi = Bg e~ I sy (57)| 7).

(ii) On a une EDP de pricing pour V; = v(t, St),
0%v

051057

%Z (8'S75'(t,9) - o' (t,S)) (4.1)

+ O + ZrtSiasw —rnv = 0

(iv) La couverture se fait en achetant

5,5 = aS’U(t, St) .
Exemple 4.2 (Taux forwards). Les taux forwards peuvent
s’écrire comme une somme de facteurs stochastiques gaus-
siens notés (X;) pris en une fonction déterministe. On peut
donc prouver que les prix ZC est une exponentielle affine des
(2%). Ce sont des exemples ot les assets de couverture sont
de la forme
SZ - Hi(tv Xt) )

Quelle est alors 'EDP et la couverture ?

On suppose 1 = (¢, X¢), H* smooth. On a forcément

OH' + LXH — r(t,x) = 0,
puisque les S* actualisés sont des martingales. Ot £X cor-
respond a 'opération que l'on retrouve dans (4.1).

Avec un flux ¥(S7) = ¥ (Xr) et une dynamique

dX, = X, X)dt + oX(t, X;)dW,,
4. En appliquant la formule d’It6 on trouve
ds} _ Ox H(t, X¢)
ST Hi(t, Xy)

on a la vol de S? qui est égale a4

OxH! (t, X
X (a t)O_X

Hi(t, X;) (8 X2).

Si on suppose maintenant que dim S = dim W, et que la
matrice de vol est inversible, on a

Vi = EQ [e_ftTrst’(b(ST)‘]:t}
= u(taXt)
ou + LXu(t,x) — r(t,z)ult,z) = 0.

Mais attention la couverture n’est pas dxu(t, X;), en ef-
fet on écrit d’une part la formule d’Ito

du(t,Xt) = (‘3Xu(t,Xt) dXt + -dt

et de autre la condition d’autofinancement

du(t,Xt) = (St dSt + -dt

et donc en égalisant la partie d X3,

6 = (0.H(t, X)) ' Oxult,Xy).

4.7 Volatilité a la Dupire
4.7.1 Volatilité locale

On se place dans le cadre

ds;
?t = (qu)dt + O'(t,St)th,

avec r déterministe, et ¢ le taux de dividende déterministe.
On suppose aussi que 0 < g <0 <7 < 00, et o réguliere.

Théoréme 4.10 (EDP de valorisation en variable backward
(t,S)). L’EDP de pricing en (t,S) est donnée par

du(t,S) + (r—q)Sosu(t,S)

t
+ 15262(t,5)0%u(t, S) — ru(t,S) 0

uT,8) = (S-K)*.

C’est celle qui donne le prix RN du call de strike K et
de maturité T :

u(t,§) = E[e@T-(8; — K)+’ S, = s}

o X (t, Xy)dW, + -dt.

13



4.7.2 EDP en variables forwards
Théoréme 4.11. On a 'EDP en (T,K) a (t =0,S50) fizé,
ot uT¥)(0, S) = v(O5) (T, K) est solution de

orv + (r—q)K9Jkgv
- $K?6*(T,K)0%v + qu = 0

v(0,K) = (So— K)*.

Démonstration. ]

4.7.3 Volatilité a la Dupire

La question est de savoir s’il existe une vol locale capable
de reproduire les prix des call/puts cotés, i.e. t.q.

CJV[(Tv K7f0) = u(T’K)(O,SO)(O’LV) ) V(T, K)

Théoréme 4.12. Oui une telle volatilité existe, c’est la vo-
latilité Dupire :

orCM + (r — ) KOgCM 4 qCM

LV,D 2 _
(HETE)T = 2 K202.CM(T, K)

4.7.4 Connexion avec la vol implicite
4.7.5 Projection markovienne
Onprend r=¢g=0et

s,
St

= VAW,

ou V; est une variance stochastique.

On cherche & savoir s'il existe un o=V t.q. le prix call
avec cette vol locale coincide avec le prix du call en vol sto-
chastique.

Théoréme 4.13 (Gyongy). Si ((TLV)2 (t,S) = E[V;|S: = 9]
alors les prix vanilles coincident dans les deux modéles.

Remarque. 1l est donc impossible de distinguer sur les prix
de call un modele a vol locale et & vol stochastique. Et de
plus des modéles a vol stochastique ayant méme projection
markovienne ne sont pas identifiables sur les produits va-
nilles.

Démonstration. O

4.8 Robustesse de la couverture BS

On suppose que le marché évolue avec une vol aléatoire
Ot,

dS;

?t = Ot th

(r=q=0).

De plus on crois & un modéle & vol locale o=V (¢, 9) et I'on
couvre avec cela. Quel est alors I'impact sur ma tracking
error ?

On rappelle 'EDP de pricing

Ou(t,S) + 302(t,5)S5%0%u(t, S)
u(T, S)

([
%o

|
=

+

Et l'on couvre avec d; = dgu(t, St).
La valeur liquidative de portefeuille est

T
Vrp = W Jr/ 6su(s,SS)dSs,
0

et d’autre part avec la formule d’Ito,

(St — K)t = w(T,Sr)

T 1
—w(0,5) + / <8tu+28§u5t20t2> at
0

T

+ 8SU dSt
0

I
£
(=)
S5
+

Donc la tracking error € vaut
(St — K)" — Vp

T
1
_ / S0%u(t, S)S7 (07 — o*(t,5) dt.
0

A
£ =

En particulier si la vol locale est la projection marko-
vienne de la vol du marché, i.e. E [o7| S;] = 02(t, S;), alors
sous Q,

EQ [E] = 0.
Nouvelle représentation des volatilités implicites
On pose le prix donné par le marché Cy,

Co(T.K) = CP5(0,8,T,K,0{(T,K))
= u(O,So),

and the EDP is

+ 1(01)2(t,5t)528§u(t,5t) = 0.

8tu(t, St) B

On peut alors facilement montrer que
E((Sr—K)*] — E[V)] =
E[Jy 3058 (8,50, 0 (T, K) 87 (o7 = (ob)" (t.50)) at] .

Et on a alors

E[Jy T5S (t,5,, 0 (T, K)) S?o? at]

(T, K))° =
(20T ) IEUOTFBS (t, Sy, od (T, K)) Sfdt}

ce qui peut s’interpréter comme la moyenne des o7 futurs.
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Deuxiéme partie

5 Les taux d’intéréts

5.1 FEléments de calcul actuariel
5.1.1 Taux et obligations

Un zéro-coupon B(t,T) est le prix en ¢ de 1 euro payé
en T. Ainsi

B(t7 T) ef(Tft)R(t,Tft)'
Le taux court est le taux de placement pour un temps trés

0
petit, dsiot =rydt, S =1, dou
t
SO = eloreds,

Un taux de maturité 6, noté R(t,6) est caractérisé par le
placement de 1 euro pour la période [t,t + 6], rapporte
1

OR(t,0)
B(t,t+6)

(&

En revanche si la maturité 8 < 1, on préféra utiliser le taux
linéaire
1 J—

L’AOA nous donne directement le prix d’une obligation
qui délivre des coupons C; et un nominal IV,

O; = Y CiB(t,t;) + NB(tty).

ti>t

5.1.2 Opérations a terme

Un zéro-coupon forward est le prix fixé par contrat en ¢,
que 'on payera en T pour 1 euro payé en T + . Par AOA,

B(t,T +6)

B(T, T +0) BT

Le taux forward de maturité @ est le taux de cette opération
R(T,0),

By(T, T +0) e VRUTTHO),

5.2 Les zéro-coupon comme actifs — Consé-
quences sur les taux

5.2.1 Le modéle

On se place dans un espace filtré (2, F, (F;),P). Le mo-
déle est donné par

dB(t,T) - _
W = T¢ dt + F(t, T) . <th + )\t dt) ;
B(T,T) = 1,

ott W, est un d m.b. et A, est ce que l'on appelle le vecteur
de prime de risque.
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5.2.2 Equation structurelle des taux
Le prix en t d’un ZC est donné par

W

B(t,T) B(O,T)exp(/otrsds + /OtF(s,T)~d

+ /Ot |F(s,T)2ds> .

En écrivant la méme formule pour B(0,t), on peut éliminer
le taux court, ce qui nous donne la relation

B(0,T)
B(0,1)

B(t,T) = exp (/O (D(s, T) — (s, t)) - dW,

1ATW@TW—W@wmd§.

S 2
On note OrI'(¢,T) = ~(¢,T).

5.2.3 Equations intégrales des taux

La représentation des taux courts forward dans le futur
est donnée par :

f(t,7) f@ﬂ—Aﬂﬂwm

t
+ / v(s, T)T'(s,T)" ds.
0
On a donc le taux court, avec la relation r, = f(¢,1),

Tt

t
100 = [ g aw,
0
t
+ / ~v(s,t)T(s,t)" ds.
0
La représentation des taux continus est donnée par :
T (s,t +6) —T(s,t)

Ry(t,0) — /0 0

1 t r 2 _ 2
(L [Tt or - et

R(t,0) = aw,

5.2.4 Equations différentielles des taux

Le plus facile est d’étudier les taux spots forward, la dy-
namique de f(¢,T) est donnée par

df(t,T) —y(t, T)dW, + ~(t,T)T'(¢,T)" ds.

Soit r(¢,0) = f(¢t,t+6). Supposons f(¢,T) dérivable par
rapport & T, avec dérivée bornée par un processus unif. in-
tégrable.

dr(t,0)

Opr(t,0)dt — ~(¢t,T)dW;
+ A, T)D(¢, T)" ds.

Comme I'(¢,t +0) = 0, le taux court a une dynamique de la
forme

dry Opr(t,0)dt — ~(t,T) - dW;.



5.3 Construction de la courbe des taux

Il y a des méthodes d’interpolation pour construire les
points manquants de la courbe de taux. On va voir ici une
construction s’appuyant sur le modéle de Vasicek (1977).

Ici les ZC sont vus comme des produits dérivés, par la
régle d’évaluation risque neutre on a

ft] |

B(t,T) = Eg lexp(/tT'rsds>><1

Le modéle est :

d’l”t

alb—ry))dt — odWy,

de solution

Tt

t
roe” " + b(1—e ") — 0/ e~ot=9) quy7,.

0
On peut ensuite donner R(t,6), voir feuille #1 d’exercices
des taux. Mais on peut aussi trouver sa solution a l'aide
d’une EDP, dont la solution est B(t,r,T), avec B(T,r,T) =

1. On montre avec la formule d’It6 et la condition d’autofi-
nancement que 'EDP s’écrit

0.

0B + 0.B(alb—1)) — %33[302 —rB

5.4 FEvaluation forward
5.4.1 Evaluation forward sans modéle

On a clairement par AOA en notant F;(St,T) le contrat
forward en ¢ sur S de maturité T :

F(ST,T) B T)

T
exp (—/ T ds) X7
t

5.4.2 Probabilité forward neutre

D’ot le prix forward,

Ft(XTvT) B(t T)

Eq

.

Définition 5.1 (Probabilité forward neutre). On définit Q7
la probabilité forward neutre t.q.

Fy(Xp,T) = Egr|[Xr|F).

On a différentes maniéres de caractériser QT :
(i) En calculant sa densité par rapport a la probabilité
risque-neutre Q

exp (— fOT s ds)

B(0,T)

exp (—/0 (rs — f(O,s))ds) .

dQ”
aQ
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(ii) En écrivant que sous la probabilit¢ Q7 | la dyna-
mique des contrats forwards

B(t,T +0)

BT By(T,T +6)

est une martingale.

(iii) WI =W, — fot ['(s,T)ds doit étre un Q7 mouve-
ment brownien.
(iv) Le taux spot forward est une QT martingale,

f(jj7 T) = TT.

On rappelle les formules de pricing sous différents numé-
raires, soit un payoff Hy et un numéraire Np associé & une
ba ri NS A< ingal
proba risque neutre Q. Sous Q, &% est une martingale
locale et on a
ft} .

Pour les future. A cause des appels de marge des Future
Contracts, le prix en t d’'un Future de payoff &7 & maturité
est donné par

df(t,T)

il
N,

Hry

Nr

- Eo |

5.4.3 Correction de convexité

Fut, (T, ®) Eg[®r|F:]

ou Q est la probabilité risque neutre. La correction de
convexité est I’écart entre le prix du Future et le prix du
Forward :
— si les taux sont déterministes, il n’y a pas de diffé-
rence ;
— si les taux sont stochastiques, le prix forward est

donné par
ft] |

Option sur ZC. On considére un call de strike K et de
maturité T, sur le ZC B(t,T), T > T¢. Son prix a t est
donné par

F(2,T)

Eqr [®7|F]

T
exp (/t (rs — f(t,5)) ds) oys

5.4.4 Option sur ZC et Caplets

Eq

Ci(Te, K, T) B(t,Tc)EQTC [(B(Tc, T) - K)+] .

Dans le cas ol ces volatilités sont déterministes on peut uti-
liser la formule de black,

Ci(To,K,T) = B(t,T)®(d,) — KB(t,To)®(d_),
avec

In KJJBB((Z’T’;“)) 1

d — =2 4 S/ To —t,

+ Et’Tc ,7Tc—t 9 t,Tc C
Tc

IS ? = / IT(s,T) — I'(s, Tc)|* ds.

t

Au vue de formule la couverture est évidente.



Caplets. Un caplet de strike K et de maturité 7" est un
produit dérivé qui garantit la possibilité d’emprunter en T
au taux Euribor de maturité 6 au niveau maximum de K.
Le flux garanti est 6(L(T¢,d) — K)t en To + 6.
L’opération est équivalente & acheter en T une option
de vente sur zéro-coupon de maturité 1" de strike ﬁ, en
nombre 1 4+ K. C’est donc un Put sur un zéro-coupon.

5.5 Options sur obligations a coupons,
Swaptions

5.5.1 Options sur obligations & coupons

Considérons un échéancier de flux aléatoires , caractérisé
par :
— les dates de tombée des flux, qui sont désignées par :

o<1 <--<T,:=T

— le flux aléatoire F; attendu & la date T;.
La valeur financiére en 0 de cet échéancier est donnée par la
somme des flux futurs actualisés, soit :

‘/0 = ZFIB(()?T‘Z) )
=0

ot F} := Egr, [F;]. On a alors une option d’achat sur obliga-
tion :
— L’échéance de 'option est T et son prix d’exercice
K, le prix de l'obligation en T est noté Or,,.
— L’obligation a une maturité Ty > Tc.
— Désignons par £ I’événement aléatoire : il y a exercice
a la date Tg, i.e. £ = {Og, > K}.
La regle d’évaluation des flux aléatoires donne immédiate-
ment le prix de cette option

d
Call(t,Tc, K,T) = Y B(0,T;)CiQ"(€)
=1

— KB(0,Tc)Qe ().

5.5.2 Les Swaptions
Rappel sur les Swap. Le taux de Swap forward (IRS)

est donné par
1-DB; (Ta Tf)

SIRSH(T,T;) = ——ciods)
(1) S BT, Ty)

Posons Level,(T,T}) = 621.]11 B(T,T;). C'est un porte-
feuille de ZC qui peut-étre utilisé comme numeéraire. Sous la
probabilité QLevel TRS,(T, Ty) est une martingale.

Retour aux Swaption.
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