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Exercice 1. 1. Construire un exemple de semimartingale continue bornée X et de processus continu adapté?
borné H tel que H ·X ne soit pas borné.

Démonstration. On prend X := BT , avec T := inf{t ≥ 0 : |Bt| ≥ 0}. Et H := BT , on a alors∫ t

0

Hs dBs =

∫ t

0

BT
s dBT

s

=
1

2

(
B2

T∧t − T ∧ t
)

et T ∧ t n’est pas borné, donc H ·X pas non plus.

Exercice 2. Soit B un (Ft)-mouvement brownien.?

(i) Montrer que le processus
(∫ t

0
1{Bs=0} dBs, t ≥ 0

)
est bien défini.

(ii) Montrer que p.s.
∫ t

0
1{Bs=0} dBs = 0 pour tout t ≥ 0.

Démonstration. (i). Il faut montrer que Ht := 1{Bs=0} est progressif et localement borné. Ht est borné donc
localement borné. B est progressif et f : R→ R, x 7→ 1{0}(x) est mesurable. La composition f ◦Bt (fonction de ω)
est donc progressive.

(ii). On pose M := H ·B est une martingale locale continue et nulle en 0.

〈M〉t =

∫ t

0

H2
s d〈B〉s

=

∫ t

0

1{Bs=0} dt.

Et donc

E [〈M〉t] = E
[∫ t

0

1{Bs=0} dt

]
=

∫ t

0

E
[
1{Bs=0}

]
dt par Fubini–Tonelli

or E
[
1{Bs=0}

]
= P{Bs = 0} = 0. D’où E [〈M〉t] = 0 et donc ∀t 〈M〉t = 0 p.s. Puis p.s. 〈M〉t = 0 pour tout t (on

passe sur t ∈ Q puis sur R par continuité du crochet). D’où finalement p.s. Mt = 0 ∀t.

Exercice 3. Soit B un (Ft)-m.b. Soit Xt :=
Bt

1+t , t ≥ 0. Montrer que?

Xt =

∫ t

0

1

1 + s
dBs −

∫ t

0

Xs

1 + s
ds.

Démonstration. On a Xt = BtYt, avec Yt :=
1

1+t . On utilise donc la formule d’IPP

Xt = B0Y0 +

∫ t

0

Ys dBs +

∫ t

0

Bs dYs + 〈Bt, Yt〉

= 0 +

∫ t

0

1

1 + s
dBs −

∫ t

0

Bs

(1 + s)2
ds + 0

1


