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x Exercice 1. Soit M une martingale locale continue. Montrer que M est une martingale Ul ssi (M71{7<oy, T t.a.)
est UL

Démonstration. “=". Trivial car avec le théoréme d’arrét My = E[M|Fr] p.s.

“&<” LUT est évidente. Montrons que c’est une martingale. (My, t > 0) est adapté car c’est une martingale
locale. (Mrlfp<ocy, T t.a.) est Ul donc VT, E[Mrl{rcocy] < 00 et donc V¢ > 0, E[|M;|] < co. Pour montrer la
derniére propriété des martingales il suffit de montrer que pour tout A € F,, E[M;14] = E[Ms14]. M est une
martingale locale continue donc 3(7,) 1 oo t.q. Vn (Mar, — Mo, t > 0) est une martingale UL. Comme M; est
intégrable, Vn, (Mar, ¢>0) est une martingale Ul O

* Exercice 2. Donner un exemple de martingale M continue bornée telle que (M) ne soit pas borné.

Démonstration. On pose T := inf{t > 0, |B;| = 1}, My := Biar est bornée. Son crochet vaut (M), = t AT. Et
sup;>q [T At| = T est non borné (exercice de la feuille #3). O



