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Exercice 1. Soient ξ et η des v.a.r. qui ont mêmes loi. Soit f : R → R une fonction mesurable. Les v.a. f(ξ) et?
f(η) ont-elles la même loi ?

Démonstration. On a par définition ∀x ∈ R, Pr{ξ < x} = Pr{η < x}. Donc avec y := f(x), ∀y ∈ f(R), Pr{f(ξ) <
y} = Pr{f(η) < y}.

Exercice 2. Soit ξ ∼ N (0, 1). Soit x > 0 un réel. Montrer que?
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Démonstration. Montrons (i). On note pour la suite Φ(x) et φ(t) respectivement les fonctions de répartitions et de
densités le la loi normale centrée réduite.
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Montrons (ii).
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Exercice 3. Soit ξ une v.a.r. suivant la loi gaussienne centrée réduite. Soit a ∈ R et Q la mesure de probabilité
sur F définie par Q(A) := E[eaξ−
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2 1A] pour tout A ∈ F.

Démonstration. On a pour tout t ∈ R,
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D’où ξ ∼Q N (a, 1).
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Exercice 4. Soient ξ et η deux v.a. intégrables, et soit G une sous-tribu de F .?
(i) Montrer que E[ξ|G] ≤ E[η|G] p.s. ssi E[ξ1A] ≤ E[η1A] pour tout A ∈ G.
(ii) Montrer que E[ξ|G] = E[η|G] p.s. ssi E[ξ1A] = E[η1A] pour tout A ∈ G.

Démonstration. (i). Sans perte de généralité on suppose que ξ = 0. En effet par linéarité on passe simplement au
cas général.
“⇒”. On suppose que E[η|G] ≥ 0 p.s., pour tout A ∈ G on a E[η1A] = E[E[η1A|G]] = E[1AE[η|G]] puisque A ∈ G,
donc 1A est G-mesurable. Or E[η|G] ≥ 0 et l’indicatrice aussi. Donc E[η1A] ≥ 0].
“⇐”. On suppose que pour tout A ∈ G, E[η1A] ≥ 0. Posons Ak := {ω / E[η|G] < − 1

k} ∈ G. Donc E[η1Ak
] ≥ 0 ;

et d’autre part E[η1Ak
] = E[E[η|G]1Ak

] ≤ − 1
kP{Ak}. Donc pour tout k ≥ 1, P{Ak} = 0. Et P{
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k=1 P{Ak} = 0 ; or l’évènement
⋃∞
k=1Ak = {ω / E[η|G] ≤ 0}. On a donc P{E[η|G] ≤ 0} = 0 et en passant à

l’opposé, E[η|G] ≥ 0 p.s.
(ii). On procède de même que précédemment avec ≤, ce qui nous donne l’égalité.
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